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第1章 序論

1.1 はじめに

本研究では生物の世界でよく見られる「宿主－捕食寄生者」間での食物連鎖の様子を差分方程式系を用い

て解析している. 特に２つの宿主の生産力が等しいとき食物連鎖の際に発生する群集構造の局所的安定性を
数学的手法を用いて調べることで明らかになった安定な群集構造への寄生者の侵入可能性を議論する.

1.2 概要

まず第２章では宿主－寄生者間において食物連鎖によって得られた群集構造を示し,それらの性質を示す.
それらの様子は力学モデル（差分方程式系）で表現することができる 第３章では力学モデルの局所的安定

性について述べる. 特に２つの宿主の生産力が等しいとき, 構造 (c1)と構造 (c2)は互いに対称であるので構
造 (c1)のみ評価する. 第４章では構造 (c1)と構造 (d)を改めて考察することで寄生者の侵入条件を明らか
にする. 第５章では数値計算を用いて構造 (b)の吸引域と構造 (c1)での寄生者の侵入の様子を示す. 最後に
第６章では全体のまとめについて述べる.
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第2章 群集構造とその力学モデル

2.1 群集構造

ここでは, ２種の宿主と３種の寄生者（２種は Specialist, １種は Generalist）を仮定する.
２種の宿主をそれぞれ H1, H2, Specialistのうち H1に寄生するものを PS1, H2に寄生するものを PS2

とする. また H1, H2の両方に寄生する Generalistを PGとすると, それらの寄生によってできる群集構造
は図 2.1のようになる. また構造 (c1)は構造 (b)に PS1が, 構造 (c2)は構造 (b)に PS2が, そして構造 (d)
は構造 (a)に PGがそれぞれ侵入したものとする.

図 2.1: 「宿主－寄生者」間の群集構造

2.2 力学モデル

宿主と寄生者の密度は離散的に決定されるものと仮定する.したがってモデルは以下のような差分方程式
系になる ([1]).

Hi(t+ 1) = λHi(t)f (PSi(t)) f (PG(t)) (i = 1, 2) (2.2.1)

PSi(t+ 1) = Hi(t)f (PG(t)) [1− f (PSi(t))] (i = 1, 2) (2.2.2)

PG(t+ 1) =
2∑

i=1

Hi(t) [1− f (PG(t))] (2.2.3)

f (x) =
(
1 +

a.x

k

)−k

(2.2.4)

Hi(t), PSi(t), PG(t) はそれぞれ宿主, Specialist, Generalistの現世代での密度を示している. 宿主Hi の

生産力は λ (> 1)とする. また (2.2.4)式は寄生から宿主が逃れる確率で（．）には Specialist（S1又は S2）

か Generalist（G）が入る. aSi (aS1 = aS2 = aS) は Specialistの探索能力を aG は Generalistの探索能

力を示している. k (0 < k < 1) は寄生者の密度依存度で Specialist, Generalistとも同じ値とする. そして
Φ = aS

aG
を Specialistと Generalistとの探索能力比とする.
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第3章 群集構造の局所的安定性

3.1 構造 (a)

世の中に構造 (a)しか存在しないときその局所的安定性を議論する. すなわち

H1(t+ 1) = λH1(t)f (PS1(t)) (3.1.1a)

H2(t+ 1) = λH2(t)f (PS2(t)) (3.1.1b)

PS1(t+ 1) = H1(t) [1− f (PS1(t))] (3.1.1c)

PS2(t+ 1) = H2(t) [1− f (PS2(t))] (3.1.1d)

を考える.

3.1.1 正の平衡点における安定性

正の平衡点の値

(3.1.1)式の宿主の正の平衡点の値を H(a∗)
i (i = 1, 2), Specialistの正の平衡点の値を P (a∗)

Si (i = 1, 2)と
すると,

H
(a∗)
i = λH(a∗)

i f
(
P

(a∗)
Si

)
(i = 1, 2) (3.1.2)

P
(a∗)
Si = H(a∗)

i

[
1− f

(
P

(a∗)
Si

)]
(i = 1, 2) (3.1.3)

となる. (3.1.2)式を簡単にすると

f
(
P

(a∗)
Si

)
=

1
λ

(i = 1, 2) (3.1.4)

となる. (3.1.4)式を P (a∗)
Si について解くと

P
(a∗)
Si =

k

aS

(
λ1/k − 1

)
(i = 1, 2) (3.1.5)

となる. また, (3.1.4)式と (3.1.5)式を (3.1.3)式に代入し H
(a∗)
i について解くと

H
(a∗)
i =

λ

λ− 1
k

aS

(
λ1/k − 1

)
=
P

(a∗)
Si

β
(i = 1, 2) (3.1.6)

となる. ただし, β = λ−1
λ である.

以上より構造 (a)の正の平衡点の値は i = 1, 2について

(
H

(a∗)
i , P

(a∗)
Si

)
=

(
P

(a∗)
Si

β
,
k

aS

(
λ1/k − 1

))
(3.1.7)

である.
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局所的安定性

(3.1.1)式の正の平衡点におけるヤコビ行列は, (3.1.7)式より

A =




1 0 −λα 0
0 1 0 −λα
β 0 α 0
0 β 0 α




となる. ただし, α = k(λ1/k−1)
(λ−1)λ1/k , β = λ−1

λ である.
そして固有値を sとすると, 固有方程式は

|sI − A| =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

s− 1 0 λα 0
0 s− 1 0 λα

−β 0 s− α 0
0 −β 0 s− α

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= 0

より,

{
s2 − (α+ 1)s+ λα

}2
= 0 (3.1.8)

となる.
ここで α(λ)の性質について次のことが分かる.

命題 3.1

α(λ) = k(λ1/k−1)
(λ−1)λ1/k (0 < k < 1, λ > 1) に対して次の不等式が成り立つ.

0 < α(λ) < 1

（証明）

lim
λ→1

α(λ) = 1

lim
λ→∞

α(λ) = 0

dα(λ)
dλ

< 0

より成立する.

(3.1.8)式の { }の中をゼロにする２次方程式の解が実数解, あるいは虚数解をもつ場合とに分けて考え
る.
〈1〉 実数解をもつとき

F (s) = s2 − (α+ 1)s+ λα

とおく.

F (0) = λα > 0, F (1) = α(λ− 1) > 0
1
2
<
α+ 1
2

< 1 (F (s)の頂点の x座標)

より F (s)概略図は図 3.1のようになる.
よって図 3.1より λ > 1で常に |s| < 1なので構造 (a)の正の平衡点は安定結節点である.
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図 3.1: F (s)の概略図

〈2〉 虚数解をもつとき

|s| =
√
λα(λ)

である.
ここで λα(λ)の性質について調べると次のことが分かる.

命題 3.2

λα(λ) = k(λ1/k−1)λ

(λ−1)λ1/k (0 < k < 1, λ > 1) に対して次の不等式が成り立つ.

k < λα(λ) < 1

（証明）

lim
λ→1

λα(λ) = 1

lim
λ→∞

λα(λ) = k

d(λα(λ))
dλ

< 0

より成立する.

よって λ > 1で常に |s| < 1なので構造 (a)の正の平衡点は安定渦状点である.

以上より正の平衡点における固有値の大きさが全て 1より小さいので構造 (a)は局所的安定である.

3.1.2 境界平衡点における安定性

境界平衡点の値

求める宿主の境界平衡点の値を H(a∗)
i (i = 1, 2), Specialistの境界平衡点の値を P (a∗)

Si (i = 1, 2)とする.
　

〈1〉 H(a∗)
1 = 0かつ H(a∗)

2 �= 0のとき
(3.1.1)式より

H
(a∗)
2 = λH(a∗)

2 f
(
P

(a∗)
S2

)
(3.1.9)

P
(a∗)
S1 = 0 (3.1.10)

P
(a∗)
S2 = H(a∗)

2

[
1− f

(
P

(a∗)
S2

)]
(3.1.11)
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となる. (3.1.9)式を簡単にすると

f
(
P

(a∗)
S2

)
=

1
λ

(3.1.12)

となる. (3.1.12)式を P (a∗)
S2 について解くと

P
(a∗)
S2 =

k

aS

(
λ1/k − 1

)
(3.1.13)

となる. また, (3.1.12)式と (3.1.13)式を (3.1.11)式に代入し H
(a∗)
2 について解くと

H
(a∗)
2 =

λ

λ− 1
k

aS

(
λ1/k − 1

)
=
P

(a∗)
S2

β

となる. ただし, β = λ−1
λ である.

以上より構造 (a)の境界平衡点の値は

(
H

(a∗)
1 , H

(a∗)
2 , P

(a∗)
S1 , P

(a∗)
S2

)
=

(
0,
P

(a∗)
S2

β
, 0,

k

aS

(
λ1/k − 1

))
(3.1.14)

である.
　

〈2〉 H(a∗)
1 �= 0かつ H(a∗)

2 = 0のとき
〈1〉 のときと同様に, 構造 (a)の境界平衡点の値は

(
H

(a∗)
1 , H

(a∗)
2 , P

(a∗)
S1 , P

(a∗)
S2

)
=

(
P

(a∗)
S1

β
, 0,

k

aS

(
λ1/k − 1

)
, 0

)
(3.1.15)

である. ただし, β = λ−1
λ である.

　

〈3〉 H(a∗)
1 = H(a∗)

2 = 0のとき
構造 (a)の境界平衡点の値は明らかに(

H
(a∗)
1 , H

(a∗)
2 , P

(a∗)
S1 , P

(a∗)
S2

)
= (0, 0, 0, 0) (3.1.16)

である.

局所的安定性

〈1〉 H(a∗)
1 = 0かつ H(a∗)

2 �= 0のとき
(3.1.1)式の境界平衡点におけるヤコビ行列は, (3.1.14)式より

A =



λ 0 0 0
0 1 0 −λα
0 0 0 0
0 β 0 α




となる. ただし, α = k(λ1/k−1)
(λ−1)λ1/k , β = λ−1

λ である.
そして固有値を sとすると, 固有方程式は

|sI− A| =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

s− λ 0 0 0
0 s− 1 0 λα

0 0 s 0
0 −β 0 s− α

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= 0

より,

s(s− λ){s2 − (α + 1)s+ λα
}
= 0 (3.1.17)
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となる.
ゆえに (3.1.17)式より固有値 0と { }の中をゼロにする２次方程式の解である固有値は正の平衡点にお

ける安定性の議論からそれらの大きさが 1より小さいことが明らかである. 残りの固有値は λ(> 1)に等し
く, 固有ベクトルは (H1, H2, PS1, PS2) = (1, 0, 0, 0)である.
以上より境界平衡点において構造 (a)は局所的安定ではない. また, その不安定要因は H1である.
　

〈2〉 H(a∗)
1 �= 0かつ H(a∗)

2 = 0のとき
固有値を sとすると, 固有方程式は 〈1〉で求めた (3.1.17)式に等しくなる.
ゆえに 〈1〉と同様の議論から (3.1.17)式より大きさが１より小さい固有値の他に固有値 λ(> 1)が存在し ,

その固有ベクトルは (H1, H2, PS1, PS2) = (0, 1, 0, 0)である.
以上より境界平衡点において構造 (a)は局所的安定ではない. また, その不安定要因は H2である.
　

〈3〉 H(a∗)
1 = H(a∗)

2 = 0のとき
(3.1.1)式のヤコビ行列は, 構造 (a)の境界平衡点では (3.1.16)式より

A =



λ 0 0 0
0 λ 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0




となる.
そして固有値を sとすると, 固有方程式は

|sI − A| =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

s− λ 0 0 0
0 s− λ 0 0
0 0 s 0
0 0 0 s

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= 0

より,

s2(s− λ)2 = 0 (3.1.18)

となる.
ゆえに (3.1.18) 式より固有値 0と固有値 λ(> 1)が存在する. また, 固有値 λに属する固有ベクトルは

(H1, H2, PS1, PS2) = (x, y, 0, 0)である. ただし , xと yは任意の定数とする.
以上より境界平衡点において構造 (a)は局所的安定ではない. また, その不安定要因は H1と H2である.

3.2 構造 (b)

世の中に構造 (b)しか存在しないときその局所的安定性を議論する. すなわち

H1(t+ 1) = λH1(t)f (PG(t)) (3.2.1a)

H2(t+ 1) = λH2(t)f (PG(t)) (3.2.1b)

PG(t+ 1) = (H1(t) +H2(t)) [1− f (PG(t))] (3.2.1c)

を考える.

3.2.1 正の平衡点における安定性

正の平衡点の値

(3.2.1)式の宿主の正の平衡点の値を H(b∗)
i ( i = 1, 2), Generalistの正の平衡点の値を P (b∗)

G とすると,
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H
(b∗)
i = λH(b∗)

i f
(
P

(b∗)
G

)
(i = 1, 2) (3.2.2)

P
(b∗)
G =

(
H

(b∗)
1 +H(b∗)

2

) [
1− f

(
P

(b∗)
G

)]
(3.2.3)

となる. (3.2.2)式を簡単にすると

f
(
P

(b∗)
G

)
=

1
λ

(3.2.4)

となる. (3.2.4)式を P (b∗)
G について解くと

P
(b∗)
G =

k

aG

(
λ1/k − 1

)
(3.2.5)

となる. また, (3.2.4)式と (3.2.5)式を (3.2.3)式に代入し H
(b∗)
1 +H(b∗)

2 について解くと

H
(b∗)
1 +H(b∗)

2 =
λ

λ− 1
k

aG

(
λ1/k − 1

)
=
P

(b∗)
G

β
(3.2.6)

となる. ただし, β = λ−1
λ である.

ここで (3.2.6)式より平衡点は A(Ĥ1, 0, P
(b∗)
G )と B(0, Ĥ2, P

(b∗)
G )を結ぶ線分を成すことが分かる. た

だし , Ĥ1 = Ĥ2 = P
(b∗)
G

β である. そこで平衡点を線分 ABを (1−m) : m (0 < m < 1)に内分する点である
と考えると (

H
(b∗)
1 , H

(b∗)
2

)
=
(
Ĥ1m, Ĥ2(1−m)

)
(0 < m < 1) (3.2.7)

と書ける.
以上より構造 (b)の正の平衡点の値は(

H
(b∗)
1 , H

(b∗)
2 , P

(b∗)
G

)
=
(
Ĥ1m, Ĥ2(1−m),

k

aG

(
λ1/k − 1

))
(0 < m < 1) (3.2.8)

である.

図 3.2: 構造 (b)の正の平衡点

局所的安定性

(3.2.1)式のヤコビ行列は, 構造 (b)の平衡点では (3.2.8)式より

A =




1 0 −λαm
0 1 −λα(1−m)
β β α



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となる. ただし, α = k(λ1/k−1)
(λ−1)λ1/k , β = λ−1

λ である.
そして固有値を sとすると, 固有方程式は

|sI − A| =

∣∣∣∣∣∣∣
s− 1 0 λαm

0 s− 1 λα(1−m)
−β −β s− α

∣∣∣∣∣∣∣ = 0

より,

(s− 1)
{
s2 − (α + 1)s+ λα

}
= 0 (3.2.9)

となる.
ゆえに (3.2.9)式より { }の中をゼロにする２次方程式の解である固有値は構造 (a)での議論からそれら

の大きさが１より小さいことが明らかである. 残りの固有値は１に等しく, 固有ベクトルは (H1, H2, PG) =
(1, −1, 0)である.
以上より線分 ABの近傍から出発した解は線分 AB 内のある点に収束する.

3.2.2 境界平衡点における安定性

境界平衡点の値

求める宿主の境界平衡点の値を H(b∗)
i ( i = 1, 2), Generalistの境界平衡点の値を P (b∗)

G とする.
　

〈1〉 H(b∗)
1 = 0かつ H(b∗)

2 �= 0のとき
(3.2.1)式より

H
(b∗)
2 = λH(b∗)

2 f
(
P

(b∗)
G

)
(3.2.10)

P
(b∗)
G = H(b∗)

2

[
1− f

(
P

(b∗)
G

)]
(3.2.11)

となる. (3.2.10)式を簡単にすると

f
(
P

(b∗)
G

)
=

1
λ

(3.2.12)

となる. (3.2.12)式を P (b∗)
G について解くと

P
(b∗)
G =

k

aG

(
λ1/k − 1

)
(3.2.13)

となる. また, (3.2.12)式と (3.2.13)式を (3.2.11)式に代入し H
(b∗)
2 について解くと

H
(b∗)
2 =

λ

λ− 1
k

aG

(
λ1/k − 1

)
=
P

(b∗)
G

β
(3.2.14)

となる. ただし, β = λ−1
λ である.

以上より構造 (b)の境界平衡点の値は(
H

(b∗)
1 , H

(b∗)
2 , P

(b∗)
G

)
=
(
0, Ĥ2,

k

aG

(
λ1/k − 1

))
(3.2.15)

である. これは, (3.2.8)式で m = 0の場合にあたる.
　

〈2〉 H(b∗)
1 �= 0かつ H(b∗)

2 = 0のとき
〈1〉 のときと同様に, 構造 (b)の境界平衡点の値は(

H
(b∗)
1 , H

(b∗)
2 , P

(b∗)
G

)
=
(
Ĥ1, 0,

k

aG

(
λ1/k − 1

))
(3.2.16)

9



である. これは, (3.2.8)式で m = 1の場合にあたる.
　

〈3〉 H(b∗)
1 = H(b∗)

2 = 0のとき
構造 (b)の境界平衡点の値は明らかに(

H
(b∗)
1 , H

(b∗)
2 , P

(b∗)
G

)
= (0, 0, 0) (3.2.17)

である.

局所的安定性

〈1〉 H(b∗)
1 = 0かつ H(b∗)

2 �= 0のとき
(3.2.1)式のヤコビ行列は, 構造 (b)の境界平衡点では (3.2.15)式より

A =




1 0 0
0 1 −λα
β β α




となる. ただし, α = k(λ1/k−1)
(λ−1)λ1/k , β = λ−1

λ である.
そして固有値を sとすると, 固有方程式は

|sI − A| =

∣∣∣∣∣∣∣
s− 1 0 0
0 s− 1 λα

−β −β s− α

∣∣∣∣∣∣∣ = 0

より,

(s− 1)
{
s2 − (α + 1)s+ λα

}
= 0 (3.2.18)

となる.
ゆえに (3.2.18)式より { }の中をゼロにする２次方程式の解である固有値は構造 (a)での議論からそれら

の大きさが１より小さいことが明らかである. 残りの固有値は１に等しく, 固有ベクトルは (H1, H2, PG) =
(1, −1, 0)である.
以上より境界平衡点の近傍から出発した解はこの境界平衡点に十分近い線分 AB上の平衡点に収束する.
　

〈2〉 H(b∗)
1 �= 0かつ H(b∗)

2 = 0のとき
固有値を sとすると, 固有方程式は 〈1〉で求めた (3.2.18)式に等しくなる.
ゆえに 〈1〉と同様の議論から (3.2.18)式より大きさが１より小さい固有値の他に固有値 1が存在し, その
固有ベクトルは (H1, H2, PG) = (1, −1, 0)である.
以上より境界平衡点の近傍から出発した解はこの境界平衡点に十分近い線分 AB上の平衡点に収束する.
　

〈3〉 H(b∗)
1 = H(b∗)

2 = 0のとき
(3.2.1)式のヤコビ行列は, 構造 (b)の境界平衡点では (3.2.17)式より

A =



λ 0 0
0 λ 0
0 0 0




となる.
そして固有値を sとすると, 固有方程式は

|sI− A| =

∣∣∣∣∣∣∣
s− λ 0 0
0 s− λ 0
0 0 s

∣∣∣∣∣∣∣ = 0

10



より,

s(s− λ)2 = 0 (3.2.19)

となる.
ゆえに (3.2.19) 式より固有値 0と固有値 λ(> 1)が存在する. また, 固有値 λに属する固有ベクトルは

(H1, H2, PG) = (x, y, 0)である. ただし , xと yは任意の定数とする.
以上より境界平衡点において構造 (b)は局所的安定ではない. また, その不安定要因は H1と H2である.

3.3 構造 (c1)

世の中に構造 (c1)しか存在しないときその局所的安定性を議論する. すなわち

H1(t+ 1) = λH1(t)f (PS1(t)) f (PG(t)) (3.3.1a)

H2(t+ 1) = λH2(t)f (PG(t)) (3.3.1b)

PS1(t+ 1) = H1(t)f (PG(t)) [1− f (PS1(t))] (3.3.1c)

PG(t+ 1) = (H1(t) +H2(t)) [1− f (PG(t))] (3.3.1d)

を考える.

3.3.1 正の平衡点における安定性

２つの宿主の生産力が等しいとき, 構造 (c1)に正の平衡点は存在しないので境界平衡点の安定性のみ議
論する.

3.3.2 境界平衡点における安定性

境界平衡点の値

求める宿主の境界平衡点の値を H
(c∗)
i (i = 1, 2), H1を攻撃する Specialistの境界平衡点の値を P

(c∗)
S1 ,

Generalistの境界平衡点の値を P (c∗)
G とする.

　

〈1〉 H(c∗)
1 �= 0かつ H(c∗)

2 �= 0のとき
(3.3.1)式より

H
(c∗)
1 = λH(c∗)

1 f
(
P

(c∗)
S1

)
f
(
P

(c∗)
G

)
(3.3.2)

H
(c∗)
2 = λH(c∗)

2 f
(
P

(c∗)
G

)
(3.3.3)

P
(c∗)
S1 = H(c∗)

1 f
(
P

(c∗)
G

) [
1− f

(
P

(c∗)
S1

)]
(3.3.4)

P
(c∗)
G =

(
H

(c∗)
1 +H(c∗)

2

) [
1− f

(
P

(c∗)
G

)]
(3.3.5)

となる. (3.3.3)式を簡単にすると

f
(
P

(c∗)
G

)
=

1
λ

(3.3.6)

となる. (3.3.6)式を P (c∗)
G について解くと

P
(c∗)
G =

k

aG

(
λ1/k − 1

)
(3.3.7)

となる. さらに (3.3.2)式を簡単にすると
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f
(
P

(c∗)
S1

)
= 1 (3.3.8)

となる. (3.3.8)式を P (c∗)
S1 について解くと

P
(c∗)
S1 = 0 (3.3.9)

となる.よって (3.3.8)式と (3.3.9)式により (3.3.4)式が成り立つのは明らかである.また, (3.3.6)式と (3.3.7)
式を (3.3.5)式に代入し H

(c∗)
1 +H(c∗)

2 について解くと

H
(c∗)
1 +H(c∗)

2 =
λ

λ− 1
k

aG

(
λ1/k − 1

)
=
P

(c∗)
G

β
(3.3.10)

となる. ただし, β = λ−1
λ である.

ここで (3.3.10)式より平衡点は C(Ĥ1, 0, 0, P ∗
G)と D(0, Ĥ2, 0, P ∗

G)を結ぶ線分を成すことが分かる.

ただし , Ĥ1 = Ĥ2 = P
(c∗)
G

β である. そこで平衡点を線分 CDを (1−m) : m (0 < m < 1)に内分する点であ
ると考えると (

H
(c∗)
1 , H

(c∗)
2

)
=
(
Ĥ1m, Ĥ2(1−m)

)
(0 < m < 1) (3.3.11)

と書ける.
以上より構造 (c1)の境界平衡点の値は(

H
(c∗)
1 , H

(c∗)
2 , P

(c∗)
S1 , P

(c∗)
G

)
=
(
Ĥ1m, Ĥ2(1−m), 0,

k

aG

(
λ1/k − 1

))
(0 < m < 1) (3.3.12)

である.
　

〈2〉 H(c∗)
1 = 0かつ H(c∗)

2 �= 0のとき
〈1〉のときと同様に, 構造 (c1)の境界平衡点の値は(

H
(c∗)
1 , H

(c∗)
2 , P

(c∗)
S1 , P

(c∗)
G

)
=
(
0, Ĥ2, 0,

k

aG

(
λ1/k − 1

))
(3.3.13)

である. これは (3.3.12)式で m = 0の場合にあたる.
　

〈3〉 　H(c∗)
1 �= 0かつ H(c∗)

2 = 0のとき
〈1〉のときと同様に, 構造 (c1)の境界平衡点の値は(

H
(c∗)
1 , H

(c∗)
2 , P

(c∗)
S1 , P

(c∗)
G

)
=
(
Ĥ1, 0, 0,

k

aG

(
λ1/k − 1

))
(3.3.14)

である. これは (3.3.12)式で m = 1の場合にあたる.
　

〈4〉 H(c∗)
1 = H(c∗)

2 = 0のとき
構造 (c1)の境界平衡点の値は明らかに(

H
(c∗)
1 , H

(c∗)
2 , P

(c∗)
S1 , P

(c∗)
G

)
= (0, 0, 0, 0) (3.3.15)

である.

局所的安定性

〈1〉 H(c∗)
1 �= 0かつ H(c∗)

2 �= 0のとき
構造 (b)の安定な世の中に PS1が侵入してきたとき, その侵入によってできる構造 (c1)の局所的安定性

を議論する.
(3.3.1)式のヤコビ行列は, 構造 (c1)の境界平衡点では (3.3.12)式より
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A =




1 0 −µm
β Φ − µm

βλ1/k

0 1 0 −µ(1−m)
βλ1/k

0 0 µm
βλ Φ 0

β β 0 µ
βλ1/k+1




となる. ただし, β = λ−1
λ , µ = k(λ1/k − 1), Φ = aS

aG
である.

そして固有値を sとすると, 固有方程式は

|sI− A| =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

s− 1 0 µm
β Φ µm

βλ1/k

0 s− 1 0 µ(1−m)
βλ1/k

0 0 s− µm
βλ Φ 0

−β −β 0 s− µ
βλ1/k+1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= 0

より,

(s− 1)
(
s− µm

βλ
Φ
){
s2 −

(
µ

βλ1/k+1
+ 1
)
s+

µ

λ1/k

(
1
βλ

+ 1
)}

= 0 (3.3.16)

となる. さらに (3.3.16)式を簡単にすると

(s− 1)
(
s− µm

βλ
Φ
){
s2 − (α+ 1)s+ λα

}
= 0 (3.3.17)

となる.
ゆえに (3.3.17)式より { }の中をゼロにする２次方程式の解である固有値は構造 (a)での議論からそれら

の大きさが１より小さいことが明らかである. また固有値 1に属する固有ベクトルは (H1, H2, PS1, PG) =
(1, −1, 0, 0)である. µm

βλ Φ < 1のときには線分 CDの近傍から出発した解は線分 CD 上のある点に収束
してしまい構造 (b)への PS1の侵入は不可能である. 固有値 µm

βλ Φは PS1の構造 (b)への侵入を可能とする
重要な要素なので第４章で詳しく述べる.
　

〈2〉 H(c∗)
1 = 0かつ H(c∗)

2 �= 0のとき
固有値を sとすると, 固有方程式は 〈1〉で求めた (3.3.17)式で m = 0の場合にあたる. すなわち

s(s− 1)
{
s2 − (α+ 1)s+ λα

}
= 0 (3.3.18)

となる.
ゆえに (3.3.18) 式より固有値 0 と { } の中をゼロにする２次方程式の解である固有値は構造 (a) で

の議論からそれらの大きさが１より小さいことが明らかである. また固有値 1に属する固有ベクトルは
(H1, H2, PS1, PG) = (1, −1, 0, 0)である.
以上より境界平衡点の近傍から出発した解はこの境界平衡点に十分近い線分 CD上の安定な平衡点に収

束する.
　

〈3〉 H(c∗)
1 �= 0かつ H(c∗)

2 = 0のとき
固有値を sとすると, 固有方程式は 〈1〉で求めた (3.3.17)式で m = 1の場合にあたる. すなわち

(s− 1)
(
s− µ

βλ
Φ
){
s2 − (α+ 1)s+ λα

}
= 0 (3.3.19)

となる.
ゆえに (3.3.19)式より { }の中をゼロにする２次方程式の解である固有値は構造 (a)での議論からそれら

の大きさが１より小さいことが明らかである. また固有値 1に属する固有ベクトルは (H1, H2, PS1, PG) =
(1, −1, 0, 0)である. 固有値 µ

βλΦに属する固有ベクトルは (H1, H2, PS1, PG) = (x, 0, y, z)である. た
だし , xと yと zは任意の定数とする.
以上より境界平衡点の近傍から出発した解は µ

βλΦ > 1のとき PS1の侵入とともに不安定となる.
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〈4〉 H(c∗)
1 = H(c∗)

2 = 0のとき
(3.3.1)式のヤコビ行列は, 構造 (c1)の境界平衡点では (3.3.15)式より

A =



λ 0 0 0
0 λ 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0




となる.
そして固有値を sとすると, 固有方程式は

|sI − A| =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

s− λ 0 0 0
0 s− λ 0 0
0 0 s 0
0 0 0 s

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= 0

より,

s2(s− λ)2 = 0 (3.3.20)

となる.
ゆえに (3.3.20) 式より固有値 0と固有値 λ(> 1)が存在する. また, 固有値 λに属する固有ベクトルは

(H1, H2, PS1, PS2) = (x, y, 0, 0)である. ただし , xと yは任意の定数とする.
以上より境界平衡点において構造 (c1)は局所的安定ではない. また,その不安定要因は H1と H2である.

3.4 構造 (d)

全ての要素から構成される構造 (d)の局所的安定性を議論する. すなわち

Hi(t+ 1) = λHi(t)f (PSi(t)) f (PG(t)) (i = 1, 2) (3.4.1a)

PSi(t+ 1) = Hi(t)f (PG(t)) [1− f (PSi(t))] (i = 1, 2) (3.4.1b)

PG(t+ 1) = (H1(t) +H2(t)) [1− f (PG(t))] (3.4.1c)

を考える.

3.4.1 正の平衡点における安定性

(3.4.1)式の宿主の正の平衡点の値を H
(d∗)
i (i = 1, 2), Specialistの正の平衡点の値を P

(d∗)
Si (i = 1, 2),

Generalistの正の平衡点の値を P (d∗)
G とすると,

H
(d∗)
i = λH(d∗)

i f
(
P

(d∗)
Si

)
f
(
P

(d∗)
G

)
(i = 1, 2) (3.4.2)

P
(d∗)
Si = H(d∗)

i f
(
P

(d∗)
G

) [
1− f

(
P

(d∗)
Si

)]
(i = 1, 2) (3.4.3)

P
(d∗)
G =

(
H

(d∗)
1 +H(d∗)

2

) [
1− f

(
P

(d∗)
G

)]
(3.4.4)

となる. (3.4.2)式を簡単にすると

1 = λf
(
P

(d∗)
Si

)
f
(
P

(d∗)
G

)
(i = 1, 2) (3.4.5)

となる. さらに (3.4.5)式より f
(
P

(d∗)
S1

)
= f

(
P

(d∗)
S2

)
であるので

P
(d∗)
S1 = P (d∗)

S2 ≡ P (d∗)
S (3.4.6)
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となる. このとき (3.4.3)式より

H
(d∗)
1 = H(d∗)

2 ≡ H(d∗) (3.4.7)

となる.
一般に (3.4.1)式で H1(t) = H2(t) = H(t), PS1(t) = PS2(t) = P (t)として得られる (3.4.8)式のような

Two Parasitoid − One Host系の安定性を評価するには数値解析を用いた解析が行われている ([2], [3]).
同様に (3.4.1)式による正の平衡点の近傍での解析も数値解析が必要になり, 本研究では数学的手法を用い
た安定性の評価を目的としているので省略する.

H(t+ 1) = λH(t)f (PS) f (PG) (3.4.8a)

PS(t+ 1) = H(t)f (PG) [1− f (PS)] (3.4.8b)

PG(t+ 1) = 2H(t) [1− f (PG)] . (3.4.8c)

3.4.2 境界平衡点における安定性
(
P

(d∗)
G = 0の場合

)
境界平衡点の値

求める宿主の境界平衡点の値を H(d∗)
i (i = 1, 2), Hiを攻撃する Specialistの境界平衡点の値を

P
(d∗)
Si (i = 1, 2)とする.
　

〈1〉 H(d∗)
1 �= 0かつH(d∗)

2 �= 0のとき
(3.4.1)式より

H
(d∗)
i = λH(d∗)

i f
(
P

(d∗)
Si

)
(i = 1, 2) (3.4.9)

P
(d∗)
Si = H(d∗)

i

[
1− f

(
P

(d∗)
Si

)]
(i = 1, 2) (3.4.10)

となる. (3.4.9)式を簡単にすると

f
(
P

(d∗)
Si

)
=

1
λ

(i = 1, 2) (3.4.11)

となる. (3.4.11)式を P (d∗)
Si について解くと

P
(d∗)
Si =

k

aS

(
λ1/k − 1

)
(i = 1, 2) (3.4.12)

となる. また, (3.4.11)式と (3.4.12)式を (3.4.10)式に代入し H
(d∗)
i について解くと

H
(d∗)
i =

λ

λ− 1
k

aSi

(
λ1/k − 1

)
=
P

(d∗)
Si

β
(i = 1, 2) (3.4.13)

となる. ただし, β = λ−1
λ である.

以上より構造 (d)の境界平衡点の値は i = 1, 2について

(
H

(d∗)
i , P

(d∗)
Si , P

(d∗)
G

)
=

(
P

(d∗)
Si

β
,
k

aS

(
λ1/k − 1

)
, 0

)
(3.4.14)

である.
　

〈2〉 H(d∗)
1 = 0かつH(d∗)

2 �= 0のとき
〈1〉のときと同様に, 構造 (d)の境界平衡点の値は

(
H

(d∗)
1 , H

(d∗)
2 , P

(d∗)
S1 , P

(d∗)
S2 , P

(d∗)
G

)
=

(
0,
P

(d∗)
S2

β
, 0,

k

aS

(
λ1/k − 1

)
, 0

)
(3.4.15)
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である. ただし, β = λ−1
λ である.

　

〈3〉 H(d∗)
1 �= 0かつH(d∗)

2 = 0のとき
〈1〉のときと同様に, 構造 (d)の境界平衡点の値は

(
H

(d∗)
1 , H

(d∗)
2 , P

(d∗)
S1 , P

(d∗)
S2 , P

(d∗)
G

)
=

(
P

(d∗)
S1

β
, 0,

k

aS

(
λ1/k − 1

)
, 0, 0

)
(3.4.16)

である. ただし, β = λ−1
λ である.

　

〈4〉 H(d∗)
1 = H(d∗)

2 = 0のとき
構造 (d)の境界平衡点の値は明らかに(

H
(d∗)
1 , H

(d∗)
2 , P

(d∗)
S1 , P

(d∗)
S2 , P

(d∗)
G

)
= (0, 0, 0, 0, 0) (3.4.17)

である.

局所的安定性

〈1〉 H(d∗)
1 �= 0かつH(d∗)

2 �= 0のとき
構造 (a)の安定な世の中に PGが侵入してきたとき, その侵入によってできる構造 (d)の局所的安定性を

議論する.
(3.4.1)式のヤコビ行列は, 構造 (d)の境界平衡点では (3.4.14)式より

A =




1 0 −λα 0 −λ1/k+1

Φ α

0 1 0 −λα −λ1/k+1

Φ α

β 0 α 0 − µ
Φ

0 β 0 α − µ
Φ

0 0 0 0 2λ1/k+1

Φ α




となる. ただし, α = k(λ1/k−1)
(λ−1)λ1/k , β = λ−1

λ , µ = k(λ1/k − 1), Φ = aS

aG
である.

そして固有値を sとすると, 固有方程式は

|sI − A| =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

s− 1 0 λα 0 λ1/k+1

Φ α

0 s− 1 0 λα λ1/k+1

Φ α

−β 0 s− α 0 µ
Φ

0 −β 0 s− α µ
Φ

0 0 0 0 s− 2λ1/k+1

Φ α

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= 0

より, (
s− 2λ1/k+1

Φ
α

){
s2 − (α+ 1)s+ λα

}2
= 0 (3.4.18)

となる.
ゆえに (3.4.18)式より { }の中をゼロにする２次方程式の解である固有値は構造 (a)での議論からそれ

らの大きさが１より小さいことが明らかである. 固有値 2λ1/k+1

Φ αは構造 (a)への PGの侵入を可能とする重

要な要素なので第４章で詳しく述べる.

〈2〉 H(d∗)
1 = 0かつH(d∗)

2 �= 0のとき
(3.4.1)式のヤコビ行列は, 構造 (d)の境界平衡点では (3.4.15)式より
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A =




λ 0 0 0 0
0 1 0 −λα −λ1/k+1

Φ α

0 0 0 0 0
0 β 0 α − µ

Φ

0 0 0 0 λ1/k+1

Φ α




となる. ただし, α = k(λ1/k−1)
(λ−1)λ1/k , β = λ−1

λ , µ = k(λ1/k − 1), Φ = aS

aG
である.

そして固有値を sとすると, 固有方程式は

|sI − A| =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

s− λ 0 0 0 0
0 s− 1 0 λα λ1/k+1

Φ α

0 0 s 0 0
0 −β 0 s− α µ

Φ

0 0 0 0 s− λ1/k+1

Φ α

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= 0

より,

s(s− λ)
(
s− λ

1/k+1

Φ
α

){
s2 − (α + 1)s+ λα

}
= 0 (3.4.19)

となる.
ゆえに (3.4.19)式より固有値０と { }の中をゼロにする２次方程式の解である固有値は構造 (a)での議
論からそれらの大きさが１より小さいことが明らかである. また, 固有値 λ(> 1)に属する固有ベクトルは
(H1, H2, PS1, PS2, PG) = (x, 0, 0, 0, 0)である. ただし , xは任意の定数とする.
次に固有値 λ1/k+1

Φ αの固有ベクトルを求める. まず PG = 0であると仮定する. このとき固有ベクトルの
H2 成分と PS2 成分は, 



(
1− λ

1/k+1

Φ
α

)
H2 − λαPS2 = 0

βH2 +
(
1− λ

1/k+1

Φ

)
αPS2 = 0

を満たさなければならない. ところが(
1− λ

1/k+1

Φ
α

)(
1− λ

1/k+1

Φ

)
�= 1− λ

より矛盾となる. 同様に H2 = 0あるいは PS2 = 0であると仮定したときも矛盾となる.
よって固有値 λ1/k+1

Φ αの固有ベクトルは (H1, H2, PS1, PS2, PG) = (0, x, 0, y, z)である. ただし , xと
yと zは次の式を満たす０でない定数とする.



(
1− λ

1/k+1

Φ
α

)
x− λαy − λ

1/k+1

Φ
αz = 0

βx+
(
1− λ

1/k+1

Φ

)
αy − µ

Φ
z = 0 .

以上より境界平衡点において構造 (d)は局所的安定ではない. また, その不安定要因は H2と PS2と PG

である.
　

〈3〉 H(d∗)
1 �= 0かつH(d∗)

2 = 0のとき
固有値を sとすると, 固有方程式は 〈2〉で求めた (3.4.19)式に等しくなる.
ゆえに 〈2〉と同様の議論から (3.4.19)式より大きさが１より小さい固有値の他に固有値１と λ1/k+1

Φ αが存

在する. 固有値１に属する固有ベクトルは (H1, H2, PS1, PS2, PG) = (0, x, 0, 0, 0)である.ただし , xは
任意の定数とする. 固有値 λ1/k+1

Φ αの固有ベクトルは (H1, H2, PS1, PS2, PG) = (x, 0, y, 0, z)である.
ただし , xと yと zは次の式を満たす０でない定数とする.
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


(
1− λ

1/k+1

Φ
α

)
x− λαy − λ

1/k+1

Φ
αz = 0

βx +
(
1− λ

1/k+1

Φ

)
αy − µ

Φ
z = 0 .

以上より境界平衡点において構造 (d)は局所的安定ではない. また, その不安定要因は H1と PS1と PG

である.
　

〈4〉 H(d∗)
1 = 0かつH(d∗)

2 = 0のとき
(3.4.1)式のヤコビ行列は, 構造 (d)の境界平衡点では (3.4.17)式より

A =




λ 0 0 0 0
0 λ 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0




となる.
そして固有値を sとすると, 固有方程式は

|sI − A| =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

s− λ 0 0 0 0
0 s− λ 0 0 0
0 0 s 0 0
0 0 0 s 0
0 0 0 0 s

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= 0

より,

s3(s− λ)2 = 0 (3.4.20)

となる.
ゆえに (3.4.20) 式より固有値０と固有値 λ(> 1)が存在する. また, 固有値 λに属する固有ベクトルは

(H1, H2, PS1, PS2, PG) = (x, y, 0, 0, 0)である. ただし , xと yは任意の定数とする.
以上より境界平衡点において構造 (d)は局所的安定ではない. また, その不安定要因は H1と H2である.

18



第4章 寄生者の侵入可能性

4.1 構造 (c1)

図 4.1: 構造 (b)への PS1の侵入

侵入可能条件

固有値 µm
βλ Φに属する固有ベクトルは (H1, H2, PS1, PG) = (x1, x2, y, z)である. ただし , x1と x2と

yと zは次の式を満たす０でない定数とする.


(
1− µm

βλ
Φ
)
x1 − µm

β
Φy − µm

βλ1/k
z = 0(

1− µm
βλ

Φ
)
x2 − µ(1−m)

βλ1/k
z = 0

βx1 + βx2 − µ

βλ

(
mΦ− 1

λ1/k

)
z = 0 .

ゆえに構造 (b)への PS1 の侵入はこの固有値の大きさが１より大きければ可能である. 言い換えると線
分 CQの近傍では構造 (c1)は不安定であり, 線分QDの近傍では構造 (c1)は安定である. ここで Qは線分
CDを (1−m0) : m0に内分する点である. また m0 = βλ

µΦ とする.

図 4.2: 線分 CD上の安定領域と不安定領域

具体例

まず λ = 2, k = 0.7, Φ = 3とおき初期値を (H1(1), H2(1), PS1(1), PG(1)) = (Ĥ1m, Ĥ2(1−m),
1.0 × 10−5, P

(c∗)
G ) として mの値に対する PS1 の 1000世代目までの値の平均値を数値計算によって求め

ると図 4.3のようになる. このとき m0 = βλ
µΦ = 0.28147 · · ·である. なお平均値は

∑t
j=1

PS1(j)
t として計算

した.
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0.2 0.4 0.6 0.8 1 m

0.01

0.02

0.03

0.04

PS1

m0

図 4.3: mの値に対する PS1の 1000世代目までの値の平均値

図 4.3より m0の値が PS1が構造 (b)への侵入を始める臨界点となっていることを確認できる.
このとき H1(t) : H2(t) = 1−m(t) : m(t) (0 < m(t) < 1)を満たすm(t)について考える. ｔ世代目の値

H1(t), H2(t)から m(1)に対するm(1000)を数値計算によって求めると図 4.4のようになる.

0.2 0.4 0.6 0.8 1 m_1

0.05

0.1

0.15

0.2

0.25

m_1000

m0

m0

図 4.4: 初期値の mの値m 1に対する 1000世代目の mの値m 1000

図 4.4 より安定領域 (0 ≤ m < m0) の近傍から出発した解は安定領域に留まっているが, 不安定領域
(m0 < m ≤ 1)の近傍から出発した解は後に安定領域へ入っていくことが確認できる.
さらに m(t)の値の時間による変化を数値計算によって求めると図 4.5のようになる.

20 40 60 80 100 t

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

m

m0

m(1)=0.8, 0.7, 0.6 (from the left)

m(1)=0.6, 0.7, 0.8 (from the up)

図 4.5: mの時間による変化

図 4.5より不安定領域 (m0 < m ≤ 1)の近傍から出発した解は比較的早い時刻で安定領域 (0 ≤ m < m0)に
入っていることが分かる. また, 不安定領域で初期値を決めるmの値が大きいほど後に安定領域により早い
時刻でより遠くへ移動していることから移動スピードが速いことが分かる.
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4.2 構造 (d)

図 4.6: 構造 (a)への PGの侵入

侵入可能条件

固有値 2λ1/k+1

Φ αに属する固有ベクトルは (H1, H2, PS1, PS2, PG) = (x1, x2, y1, y2, z)である. ただ
し , x1と x2と y1と y2と zは次の式を満たす０でない定数とする.



(
1− 2λ1/k+1

Φ
α

)
xi − λαyi − λ

1/k+1

Φ
αz = 0 (i = 1, 2)

βxi +
(
1− 2λ1/k+1

Φ

)
αyi − µ

Φ
z = 0 (i = 1, 2) .

ゆえに構造 (a)への PGの侵入はこの固有値の大きさが１より大きければ可能である.
具体的には 2λ1/k+1

Φ α = 2λ1/k

Φ λαより命題 3.2を用いると, 宿主が大きな生産力 λをもち, aS � aGとなる

ことが分かる.

具体例

λ = 10, k = 0.4, Φ = 2とおき初期値を i = 1, 2について (Hi(1), PSi(1), PG(1)) = (H(d∗)
i , P

(d∗)
Si ,

1.0× 10−5) として各要素の時間による変化を描くと m = 0.3のとき図 4.7から図 4.11のようになる.
以下の図より次のことが分かる. まず２つの宿主は３種の寄生者を養うために時間とともに密度が大幅

にダウンしてる. また２つの PS も PG の侵入による影響で時間とともに密度が大幅にダウンしている.
そして構造 (a) への PG の侵入が確実に行われることで十分時間が経つと解は構造 (d) の正の平衡点に
収束する. このとき具体的な構造 (d) の正の平衡点の値は, i = 1, 2について (H(d∗)

i , P
(d∗)
Si , P

(d∗)
G ) =

(70.2012 . . . , 8.74763 . . . , 108.867 . . .)である.

50 100 150 200 250 300
t

100

200

300

400

H1

図 4.7: m = 0.3のときの H1の時間による変化
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H2

図 4.8: m = 0.3のときの H2の時間による変化
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t

100
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300

400

PS1

図 4.9: m = 0.3のときの PS1の時間による変化
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t

100
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400

PS2

図 4.10: m = 0.3のときの PS2の時間による変化
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t
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400

500

PG

図 4.11: m = 0.3のときの PGの時間による変化
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第5章 数値計算

5.1 構造 (b)の吸引域と解軌道

吸引域

命題 5.1

平面 πm: (1−m)H1 −mH2 = 0 (0 < m < 1) は構造 (b)について不変である.
(証明)
(3.2.1)式と (H1(1), H2(1), PG(1)) ∈ πmのとき

H1(t+ 1)
H2(t+ 1)

=
H1(t)
H2(t)

= · · · = H1(1)
H2(1)

=
m

1−m
であるので不変である.

ここで, 図 5.1のように 0 < m < 1に対して tan θm = 1−m
m とおく. このときH1 − PG平面を PGを軸と

して θm 回転させた平面 πm(PG − Ym)を考える. すなわち,

Ym =
1

cos θm
H1 =

√
m2 + (1−m)2

m
H1 (5.1.1)

と書ける.

図 5.1: H1 −H2 − PG 空間に存在する平面 πmの概略図

次に平面 πm 上での構造 (b)の解軌道を数値計算を用いて描くために構造 (b)の吸引域を求める. まず,
PGの吸引域 1.0× 10−15 ≤ PG ≤ 1.0× 105内の３つの PGの値について 0 < m < 1に対する H1と H2の

吸引域の最小値と最大値を有効数字２桁まで求めると表 5.1から表 5.3のようになる.
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表 5.1: PG = 1.0× 10−15のとき

m minH1 maxH1 minH2 maxH2

0.2 6.0 4.0× 104 1.5 1.0× 104

0.3 5.1 2.3× 105 2.2 1.0× 105

0.5 3.6 1.0× 105 3.6 1.0× 105

0.7 2.2 1.0× 105 5.1 2.3× 105

0.8 1.5 1.0× 104 6.0 4.0× 104

表 5.2: PG = P (b∗)
G (= 11.8426 . . .)のとき

m minH1 maxH1 minH2 maxH2

0.2 4.0× 10−2 4.0× 105 1.0× 10−2 1.0× 105

0.3 2.3× 10−2 2.3× 105 1.0× 10−2 1.0× 105

0.5 2.0× 10−2 1.0× 106 2.0× 10−2 1.0× 106

0.7 1.0× 10−2 1.0× 105 2.3× 10−2 2.3× 105

0.8 1.0× 10−2 1.0× 105 4.0× 10−2 4.0× 105

表 5.3: PG = 1.0× 105のとき

m minH1 maxH1 minH2 maxH2

0.2 6.8 4.0× 106 1.7 1.0× 106

0.3 5.8 2.3× 106 2.5 1.0× 106

0.5 4.09 1.0× 106 4.09 1.0× 106

0.7 2.5 1.0× 106 5.8 2.3× 106

0.8 1.7 1.0× 106 6.8 4.0× 106

解軌道

構造 (b)の解軌道を (5.1.1)式より数値計算を用いて平面 πm 上に描く.
　

解が平衡点に収束するとき

初期値を吸引域内にとれば (3.2.8)式で示される正の平衡点に収束する. ここでは λ = 2, k = 0.7, Φ = 3
とおき初期値を PG(1) = P

(b∗)
G とし , H1(1), H2(1)は表 5.2を参考に決める.

具体的に m = 0.2のとき正の平衡点の近傍及び吸引域内から出発した解は, 図 5.2から図 5.4のように
(3.2.8)式で示される正の平衡点に収束する. m = 0.5のときも図 5.5から図 5.7のように同様のことがいえ
る.
　

解が発散するとき

初期値を吸引域外にとれば解は発散する.ここでも λ = 2, k = 0.7, Φ = 3とおき初期値を PG(1) = P
(b∗)
G

とし , H1(1), H2(1)は表 5.2を参考に決める.
具体的に m = 0.2のとき吸引域外から出発した解は, 図 5.8と図 5.9のように発散する. m = 0.5のとき

も図 5.10と図 5.11のように同様のことがいえる.
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図 5.2: m = 0.2, H1(1) = 5, H2(1) = 20のとき
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図 5.3: m = 0.2, H1(1) = 1.0× 10−2, H2(1) = 4.0× 10−2のとき
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図 5.4: m = 0.2, H1(1) = 1.0× 105, H2(1) = 4.0× 105のとき
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図 5.5: m = 0.5, H1(1) = H2(1) = 13のとき
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図 5.6: m = 0.5, H1(1) = H2(1) = 2.0× 10−2のとき
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図 5.7: m = 0.5, H1(1) = H2(1) = 1.0× 106のとき
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図 5.8: m = 0.2, H1(1) = 1.0× 10−3, H2(1) = 4.0× 10−3のとき
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図 5.9: m = 0.2, H1(1) = 1.0× 106, H2(1) = 4.0× 106のとき
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図 5.10: m = 0.5, H1(1) = H2(1) = 2.0× 10−3のとき
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図 5.11: m = 0.5, H1(1) = H2(1) = 1.0× 107のとき

5.2 構造 (c1)への寄生者の侵入

構造 (b)へ PS1 が侵入することでできる構造 (c1)は, PS1 の値を数値計算を用いて調べると一瞬増加

することで構造 (c1)が発生することが確かめられるが, 持続性がないことが分かる. ここではその PS1

の侵入の仕方を議論する. λ = 2, k = 0.7, Φ = 3とおき初期値を (H1(1), H2(1), PS1(1), PG(1)) =
(Ĥ1m, Ĥ2(1−m), 1.0× 10−5, P

(c∗)
G )として PS1の時間による変化を描くと図 5.12から図 5.14のように

なる.
具体的に図 5.12から図 5.14より mの値が大きくなるほど PS1の侵入時間が短くなり, かつより早い時

刻により大きな PS1の最大値を示すようになる. すなわち, 初期値を決めるmの値が大きくなるほど構造
(b)の正の平衡点の H1成分が大きくなり, PS1がよりH1に寄生しやすくなるためだと考えられる.
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図 5.12: m = 0.4のときの PS1の時間による変化
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図 5.13: m = 0.6のときの PS1の時間による変化
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図 5.14: m = 0.8のときの PS1の時間による変化
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第6章 まとめ

構造 (a)

正の平衡点における安定性は, 具体的に固有値を求めて評価できなかったが, 固有値 sが実数の場合と虚
数の場合を仮定して議論したので十分だと思われる. いずれの場合も正の平衡点は安定となり, (3.1.1)式の
パラメーターの決め方で結節点と渦状点の両方の場合がある.
一方, 境界平衡点における安定性は, 片方あるいは両方の宿主の値が０となる点の近傍ではそれらに寄生

する PS の影響がなくそれらの宿主が急激に増加するため不安定となる.

構造 (b)

正の平衡点における安定性は, 平衡点が線分になるがその平衡点の位置を決める mの値によらず安定と
なる. 数値計算で平面 πm上に構造 (b)の解軌道を描くと, 吸引域内から出発した解は, 正の平衡点からどん
なに離れていても正の平衡点に収束する. 一方, 吸引域外から出発した解は発散する.
一方, 境界平衡点における安定性は, 両方の宿主の値が０となる点の近傍ではそれらに寄生する PGの影

響がなくそれらの宿主が急激に増加するため不安定となる. また, H1の値が０となる点の近傍では安定とな

り, ３種 (H1, H2, PG)が共存する. 同様に H2の値が０となる点の近傍でも３種が共存する.

構造 (c1)

正の平衡点における安定性は, 正の平衡点が存在しないので議論しない.
一方, 両方の宿主が存在する点での境界平衡点における安定性は, 平衡点が線分となりその平衡点の位置

を決めるmの値によって安定領域と不安定領域に分けることができる. このとき平衡点の PS1 成分が０と

なることから平衡点の近傍で PS1 成分が増加する条件を調べることで構造 (c1)は構造 (b)に PS1が侵入

し発生することが分かる. 数値計算から構造 (b)への PS1の侵入は一瞬で構造 (c1)の存在は永続的でない
ことも分かる. これは正の平衡点が存在しないことからも推察できる. さらに初期値の H1の値が大きいほ

ど PS1が寄生しやすくなる. そして生物学的には線分 QDの近傍に H1が存在するのに PS1の侵入が全く

起こらないことは興味深いが, H1の密度が H2に比べて小さく, PS1を養うだけの余力が残っていないから

だと推察できる. また両方の宿主の値が０となる点の近傍ではそれらに寄生する PS1と PG の影響がなく

それらの宿主が急激に増加するため不安定となる. また, H1の値が０となる点の近傍では安定となり, ２種
(H2, PG)が共存する. そして, H2の値が０となる点の近傍では H1が PS1と PGの両方に寄生されるので

不安定となる.

構造 (d)

正の平衡点における安定性は, 数値計算を必要とするので本研究では省略した. 参考文献 ([2], [3])では
(3.4.8)式の局所的安定性の議論が数値計算を用いてされている.
一方, 両方の宿主が存在する点での境界平衡点における安定性は, 平衡点の PG 成分が０となる場合を仮

定しその平衡点の近傍で PG成分が増加する条件を調べることで構造 (d)は構造 (a)に PGが侵入し発生す

ることが分かる. また両方の宿主の値が０となる点の近傍ではそれらに寄生する PS と PGの影響がなくそ

れらの宿主が急激に増加するため不安定となる. また, H1の値が０となる点の近傍では H2が PS2と PGの

両方に寄生されるので不安定となる. 同様に H2の値が０となる点の近傍でも不安定となる.
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付 録A 構造(b)への２つのPSの侵入可能性

ここでは P (d∗)
S1 = P (d∗)

S2 = 0のとき, 構造 (d)の境界平衡点における安定性の解析から構造 (b)への PS1

と PS2の侵入可能性を議論する.

A.1 境界平衡点の値

求める宿主の境界平衡点の値を H(d∗)
i (i = 1, 2), Generalistの境界平衡点の値を P (d∗)

G とする.
H

(d∗)
1 �= 0かつ H(d∗)

2 �= 0のとき, (3.4.1)式より

H
(d∗)
i = λH(d∗)

i f
(
P

(d∗)
G

)
(i = 1, 2) (A.1.1)

P
(d∗)
G =

(
H

(d∗)
1 +H(d∗)

2

) [
1− f

(
P

(d∗)
G

)]
(A.1.2)

となる. (A.1.1)式を簡単にすると

f
(
P

(d∗)
G

)
=

1
λ

(A.1.3)

となる. (A.1.3)式を P (d∗)
G について解くと

P
(d∗)
G =

k

aG

(
λ1/k − 1

)
(A.1.4)

となる. また, (A.1.3)式と (A.1.4)式を (A.1.2)式に代入し H
(d∗)
1 +H(d∗)

2 について解くと

H
(d∗)
1 +H(d∗)

2 =
λ

λ− 1
k

aG

(
λ1/k − 1

)
=
P

(d∗)
G

β
(A.1.5)

となる. ただし, β = λ−1
λ である.

ここで (A.1.5)式より平衡点は E(Ĥ1, 0, 0, 0, P
(d∗)
G )と F (0, Ĥ2, 0, 0, P

(d∗)
G )を結ぶ線分を成すこと

が分かる. ただし , Ĥ1 = Ĥ2 = P
(d∗)
G

β である. そこで平衡点を線分 EF を (1−m) : m (0 < m < 1)に内分
する点であると考えると (

H
(d∗)
1 , H

(d∗)
2

)
=
(
Ĥ1m, Ĥ2(1−m)

)
(0 < m < 1) (A.1.6)

と書ける.
以上より構造 (d)の境界平衡点の値は, 0 < m < 1に対して(

H
(d∗)
1 , H

(d∗)
2 , P

(d∗)
S1 , P

(d∗)
S2 , P

(d∗)
G

)
=
(
Ĥ1m, Ĥ2(1−m), 0, 0,

k

aG

(
λ1/k − 1

))
(A.1.7)

である.
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A.2 局所的安定性

H
(d∗)
1 �= 0かつ H(d∗)

2 �= 0のとき, 構造 (b)の安定な世の中に PS1と PS2が侵入してきたとき, その侵入
によってできる構造 (d)の局所的安定性を議論する.
(3.4.1)式のヤコビ行列は, 構造 (d)の境界平衡点では (A.1.7)式より

A =




1 0 −µm
β Φ 0 − µm

βλ1/k

0 1 0 −µ(1−m)
β Φ −µ(1−m)

βλ1/k

0 0 µm
βλ Φ 0 0

0 0 0 µ(1−m)
βλ Φ 0

β β 0 0 µ
βλ1/k+1




となる. ただし, β = λ−1
λ , µ = k(λ1/k − 1), Φ = aS

aG
である.

そして固有値を sとすると, 固有方程式は

|sI − A| =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

s− 1 0 µm
β Φ 0 µm

βλ1/k

0 s− 1 0 µ(1−m)
β Φ µ(1−m)

βλ1/k

0 0 s− µm
βλ Φ 0 0

0 0 0 s− µ(1−m)
βλ Φ 0

−β −β 0 0 s− µ
βλ1/k+1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= 0

より,

(s− 1)
(
s− µm

βλ
Φ
)(
s− µ(1−m)

βλ
Φ
){
s2 − (α + 1)s+ λα

}
= 0 (A.2.1)

となる.
ゆえに (A.2.1)式より { }の中をゼロにする２次方程式の解である固有値は構造 (a)での議論からそれらの
大きさが１より小さいことが明らかである.また固有値 1に属する固有ベクトルは (H1, H2, PS1, PS2, PG) =
(1, −1, 0, 0, 0)である. µm

βλ Φ < 1かつ µ(1−m)
βλ Φ < 1のときには線分 EF の近傍から出発した解は線分

EF 上のある点に収束してしまい構造 (b)への PS1と PS2 の侵入は不可能である. 固有値 µm
βλ Φ と固有値

µ(1−m)
βλ Φは構造 (b)への PS1と PS2の侵入を可能とする重要な要素なので次節で詳しく述べる.

A.3 侵入可能性

図 A.1: 構造 (b)への PS1と PS2の侵入

侵入可能性

固有値 µm
βλ Φに属する固有ベクトルは (H1, H2, PS1, PS2, PG) = (x1, x2, y, 0, z)である. ただし , x1

と x2と yと zは次の式を満たす０でない定数とする.
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


(
1− µm

βλ
Φ
)
x1 − µm

β
Φy − µm

βλ1/k
z = 0(

1− µm
βλ

Φ
)
x2 − µ(1−m)

βλ1/k
z = 0

βx1 + βx2 − µ

βλ

(
mΦ− 1

λ1/k

)
z = 0 .

ゆえに構造 (b)への PS1の侵入はこの固有値の大きさが１より大きければ可能である. 言い換えると線分
EU の近傍では構造 (d)は不安定であり, 線分 UF の近傍では構造 (d)は PS2 = 0に対して安定である. こ
こで U は線分 EF を (1−m1) : m1に内分する点である. また m1 = βλ

µΦ とする.

図 A.2: 線分 EF 上の安定領域と不安定領域

一方, 固有値 µ(1−m)
βλ Φに属する固有ベクトルは (H1, H2, PS1, PS2, PG) = (x1, x2, 0, y, z)である.た

だし , x1と x2と yと zは次の式を満たす０でない定数とする.


(
1− µ(1−m)

βλ
Φ
)
x1 − µm

βλ1/k
z = 0(

1− µ(1−m)
βλ

Φ
)
x2 − µ(1−m)

β
Φy − µ(1−m)

βλ1/k
z = 0

βx1 + βx2 − µ

βλ

(
(1−m)Φ− 1

λ1/k

)
z = 0 .

ゆえに構造 (b)への PS2の侵入はこの固有値の大きさが１より大きければ可能である. 言い換えると線分
EV の近傍では構造 (d)は PS1 = 0に対して安定であり, 線分 V F の近傍では構造 (d)は不安定である. こ
こで V は線分 EF を (1−m2) : m2に内分する点である. また m2 = 1− βλ

µΦ = 1−m1である.

図 A.3: 線分 EF 上の安定領域と不安定領域

以上より構造 (b)への PS の侵入条件は次のようになる.

• m1 < 0.5のとき

下図より線分 EV の近傍では PS1のみの侵入が可能である. また線分 UF の近傍では PS2のみの侵入が

可能である. そして線分 V U の近傍では PS1と PS2の侵入が可能である.

図 A.4: m1 < 0.5のときの構造 (b)への PS の侵入可能領域
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• m1 > 0.5のとき

下図より線分 EU の近傍では PS1のみの侵入が可能である. また線分 V Eの近傍では PS2のみの侵入が

可能である. そして線分 UV の近傍では PS1と PS2が共に侵入不可能である.

図 A.5: m1 > 0.5のときの構造 (b)への PS の侵入可能領域

具体例

λ = 10, k = 0.4, Φ = 6とおき初期値を (H1(1), H2(1), PS1(1), PS2(1), PG(1)) = (Ĥ1m,

Ĥ2(1−m), 1.0× 10−5, 1.0 × 10−5, P
(d∗)
G ) として各要素の時間による変化を描くと m = 0.1のときは図

A.5から図 A.9, m = 0.9のときは図 A.10から図 A.14のようになる. このときm1 = 0.0118962 . . .である
ので図 A.4の場合に相当する.
ここでは図 A.4で PS1と PS2が構造 (b)に侵入できる線分 V U の近傍に初期値をとる場合を調べると以
下の図よりm = 0.1, 0.9のいずれにも共通して次のことが分かる. まず２つの宿主は３種の寄生者を養う
ために時間とともに密度が大幅にダウンしてる. また PGも２つの PS の侵入による影響で時間とともに密

度が大幅にダウンしている. そして構造 (b)への２つの PS の侵入が確実に行われることで十分時間が経つ

と解は構造 (d)の正の平衡点に収束する. このとき具体的な構造 (d)の正の平衡点の値は, i = 1, 2につい
て (H(d∗)

i , P
(d∗)
Si , P

(d∗)
G ) = (101.592 . . . , 21.4691 . . . , 139.927 . . .)である.
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図 A.6: m = 0.1のときの H1の時間による変化
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図 A.7: m = 0.1のときの H2の時間による変化
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図 A.8: m = 0.1のときの PS1の時間による変化
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図 A.9: m = 0.1のときの PS2の時間による変化

50 100 150 200 250 300
t

1000

1500

2000

2500

PG

図 A.10: m = 0.1のときの PGの時間による変化
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図 A.11: m = 0.9のときの H1の時間による変化
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図 A.12: m = 0.9のときの H2の時間による変化
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図 A.13: m = 0.9のときの PS1の時間による変化
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図 A.14: m = 0.9のときの PS2の時間による変化
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図 A.15: m = 0.9のときの PGの時間による変化
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