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第1章 序論

本論文では, 3つの空間的に非一様なパッチで構成される, ロトカ・ボルテラタイプのプレイ・プレデター
のモデルを考える. このモデルは, 連続時間モデルであり, 各パッチにおけるそれぞれの個体群密度は, パッ
チローカルでの条件と個体群のパッチ間の移住に依存する. そのプレイ,プレデターのダイナミクスは, 以
下の微分方程式により与えられる.

ẋi = (ai − biyi)xi − cix
2
i ,

ẏi = (−di + xi)yi − 2eyi + eq′i(yi+1 + yi) + eqi(yi + yi−1), i = 1, 2, 3.
(1.1)

xi, yiは, それぞれパッチ iにおけるプレイ,プレデターの個体群密度を表している. また, aiはプレイの

誕生率, biはプレデターからの捕食率, ciはプレイ間の内部競争を表す係数であり, diはプレデターの死亡

率を示している. そして第 2式における係数 eは, 各パッチからのプレデターの移動率であり, 0 ≤ e ≤ 1と
する. e = 0であれば ,プレデターの移住は起こらない. また, 係数 q′i, qiはそれぞれ i+ 1, i− 1番目のパッ
チから i番目のパッチへのプレデターの移入率を表し , 0 ≤ q′i + qi ≤ 1とする. プレデターがパッチ間を移
動するとき, 個体群の減少が起こらないと仮定すれば , q′i + qi+1 = 1となる. ここで, 各パラメータは全て正
の定数とする. そして, パッチが線形状に配列されるとき, y0 = ( 1

q1
− 1)y1, yN+1 = ( 1

q′
N
− 1)yN となる.

式 (1.1)において,プレイ間の内部競争の有無により, それぞれ独立したパッチダイナミクスに大きな相違
を生じる. 初めに,プレイ間の内部競争が行なわれない場合において (ci = 0), その独立したパッチダイナミ
クスは, 以下のような単純な L-Vタイプの方程式となる.

ẋi = (ai − biyi)xi

ẏi = (−di + xi)yi

(1.2)

上記の方程式が, 中立安定な自明でない平衡点を持つことはよく知られている (図 1.2).
Kawasaki et al. [1]は,プレデターの移住により N 個のパッチをリンクした, この単純な L-Vタイプのプ
レイ・プレデターモデル ((1.1)式において ci = 0, q′i = qi = 1/2の場合)の解析を行っている. 彼らは, パッ
チ間の空間的非一様性とプレデターの均一な移住が式 (1.2)のような中立安定なモデルを漸近的そして大域
的に安定なダイナミクスへと導くことをリアプノフ関数を用いて証明している.

次に,プレイ間の内部競争が行なわれる場合において (ci �= 0), その独立したパッチダイナミクスは, 各パ
ラメータ値により 2通りに分けられる.

ẋi = (ai − biyi)xi − cix
2
i

ẏi = (−di + xi)yi

(1.3)

パッチ iにおけるダイナミクスを区別する条件は, 符号�iにより与えられる.

�i = ai − cidi
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仮に�i > 0ならば , 正の平衡点が存在して大域安定となる (図 1.3). そして, このパッチを� source �と
呼ぶ. 一方�i ≤ 0ならば , 正の平衡点は存在せず,プレデターはパッチ内では絶滅する. この場合,プレイ
のみが生存する境界平衡点が存在し , 大域安定となる (図 1.4). そして, このパッチを� sink �と呼ぶ.
この source− sinkパッチを用いての prey− predatorモデルの解析は, Namba et al. [5]により行われてお
り, パッチの配列方法による prey − predator個体群が共存するための環境条件の違いについて示している.

本論文では, 式 (1.1)においてプレイ間の内部競争が行なわれる場合と行なわれない場合とに分けて,それ
ぞれモデルの解析を行う.
第 2章で,プレイ間の内部競争が行なわれない場合において, Kawasaki et al. [1]が発表した非負の平衡

点を得る定理について, 式 (1.1)に拡張可能であるかどうかについて検証を行う. ここで, 彼らの用いたモデ
ルとそこから得られた定理について紹介しておこう:

彼らの提案したモデルにおいては，プレイ，プレデター両個体群が線形に配列された領域に配置され，そ

れぞれの領域により個体群の成長率や捕食率は異なる．さらに，プレデター個体群のみが領域の境界を横

切り拡散するものと仮定し，プレイ個体群は初期の領域に留まるとしている．

N 個の領域を持つこのシステムの L-Vタイプのモデルは，以下の方程式により与えられている．

ẋi = (ai − biyi)xi,

ẏi = (−ci + xi)yi +D(yi+1 − 2yi + yi−1), i = 1, 2, ..., N.
(1.4)

そして境界条件は，y0 = y1そして yN = yN+1である. また, パラメータ ai, bi, ci, Dはすべて正の定数

となっている. この微分方程式の平衡点は多数存在するが，すべての領域で両個体群が非負である平衡点を
得る方法を彼らは示している．ここで, その手法について紹介する.

図 1.1: 1次元N 領域の kawasaki et al.モデルの概念図

システム (1.4)のすべての平衡点は, 以下の代数方程式の解により与えられる.

(ai − biyi)xi = 0,
(−ci + xi)yi +D(yi+1 − 2yi + yi−1) = 0, i = 1, 2, ..., N.

(1.5)

方程式 (1.5)の解は多数存在するが, kawasaki et al. [1]は非負の平衡点を得るための手法を提示している.
方程式 (1.5)の解の一つは, 以下の方程式により与えれることが容易にわかる.

y∗i = ai/bi,

x∗i = ci −D(y∗i+1 − 2y∗i + y∗i−1)/y
∗
i , i = 1, 2, ..., N.
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もし x∗i が非負であれば , y∗i は定義により正となるため, (x∗i , y
∗
i )は方程式 (1.5)の非負の解となる. しかし ,

パラメータの値により x∗i は, 常に非負とはならないため, 非負の平衡解を得るために帰納的手法を用いて
いる.
以下に与えられている規則により, 帰納的に定義される点列 xk

i , yk
i (k = 0, 1, ..., n) を考える．次に, xk

i

の符号により，3つのグループに分類する．S+
k = {i|xk

i > 0}, S0
k = {i|xk

i = 0}, S−
k = {i|xk

i < 0}. すべて
の iにおいて，x0

i = x∗i , y0
i = y∗i とし , k + 1回の繰り返しのステップの後に得られる xk+1

i , yk+1
i の値は，

以下の方程式により与えられる．

xk+1
i = 0 for i ∈ S0

k ∪ S−
k ,

yk+1
i = yk

i for i ∈ S+
k ,

(−ci + xk+1
i )yk+1

i +D(yk+1
i+1 − 2yk+1

i + yk+1
i−1 ) = 0, i = 1, 2, ..., N.

(1.6)

ここで, yk+1
0 = yk+1

1 , yk+1
N+1 = yk+1

N . 2N の未知変数 xk+1
i , yk+1

i (i = 1, 2, ..., N)は, 関係式 (1.6)による
代数方程式により一意に決定される. そして, 以下の 2つの補題により, 方程式 (1.4)の非負の平衡点が N

以下のこれら帰納的手法により得られうることが保証されている.

補題 A-I. 関係式 (1.6)は, 一意に xk+1
i と yk+1

i を決定する. さらに, yk+1
i はすべての iにおいて, yk

i に等

しいかそれ以上となる.

補題 A-II. n回目のステップで初めて S−
k の要素が消えたとき, xn

i , y
n
i をそれぞれ x̄i, ȳiと表記する. そ

の時, 少なくとも 1つが x̄iが正となるインデックスが存在する. つまり, 集合 S+
n は少なくとも一つの要素

を持ち, S+
n に属するインデックス i において, ȳiは y∗i と等しくなる.

これらの補題により, 以下の方程式が与えられる.

x̄i = 0 for i ∈ S0
n,

ȳi = y∗i = ai/bi for i ∈ S+
n ,

(−ci + x̄i)ȳi +D(ȳi+1 − 2ȳi + ȳi−1) = 0 for all i.

(1.7)

こうして, 方程式 (1.4)の非負の平衡解 (x̄iȳi)は, これら帰納的手法により得られる.
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定理 A. 上記の帰納的手法により構築されたシステム (1.4)の非負の平衡解は, パラメータが以下の条件
を満たす特別な場合を除いて, 大域安定となる:

i) ai = α for all i,

ii) ci −D(1/bi+1 − 2/bi + 1/bi−1)bi = γ for all i,
(1.8)

仮に，式 (1.8)が満たされるならば，以下で与えられる振動解が存在する．

xi(t) = u(t) for all i,

yi(t) = v(t)/bi for all i,
(1.9)

ここで，u(t)と v(t)は以下の L-V方程式の周期解である

u̇ = (α− v)u, v̇ = (−γ + u)v.

そしてシステム (1.4)のいかなる解も，t → ∞で上記の振動子に向かう．

本論文の第 3章では,プレイ間の内部競争が行なわれる場合において, 独立したパッチダイナミクスにそ
れぞれ source− sinkの概念を取り入れて,プレデターの移住が加わった時に, 全てのパッチでプレイとプ
レデターが共に生存する環境の存在条件について解析を行う. その際に, パッチの配列方法により, 両種の
生存する環境の存在条件に,どのような違いが生じるかについて考察する.
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図 1.2: 中立安定なサークル
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図 1.3: プレイ・プレデター共存可能な平衡点
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図 1.4: プレイ種のみ生存可能な境界平衡点

図 1.2∼図 1.4の (x(t), y(t))の初期値はすべて x(0) = 1.0, y(0) = 0.7である. また各パラメータの値は,
a = 1.3, b = 1.5, d = 1.0とし , cの値はそれぞれ図 1.2 (c = 0), 図 1.3 (c = 0.8), 図 1.4 (c = 2.0)となっている.
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第2章 3パッチメタポピュレーションモデル

最も単純なメタポピュレーションモデルでさえ, 数学的には扱いにくいものとされている. それらは, 典型
的にシミュレーションもしくは 2-patchに減少させることによって解析されてきた.
本論文で扱うモデルは, Godfray and Pacala [2]によって提案された 2-patchの L-Vタイプのモデルを, 個
体群の移住項により柔軟性を与えて 3-patchに独自にアレンジしたものである.

2.1 川崎, 寺本氏の定理

非一様な環境下でのプレイ・プレデターシステムは，現在までに様々な研究が行われてきた．

Comins, Blatt [3]は，個体群が移住を行う時に, 環境の条件による嗜好性をもたせた数学的モデルを用い
て，環境の非一様性がシステムの安定化に重要な効果があることを数値的計算により証明している．

Kawasaki et al. [1]は，非一様な環境により個体群の誕生率や捕食率の異なるプレイ・プレデターシス
テムを考えた．L-Vタイプの相互作用と均一な拡散をもつシステムの数学モデルを用いて，システムが漸
近的そして大域的に，Comins, Blattと同様に，不均一の平衡状態に達することを解析的に証明した．

本論文では，彼らの導いた定理 Aが個体群の不均一な拡散を与えた本モデルにおいても適用可能である
かどうかについて証明を行う．証明を行うにあたり，最初にパッチ数を 3に限定して試み，後に彼らの定理
と同様に N 個のパッチで証明可能であるかについて検討する．

2.1.1 モデルと非負の平衡解

本章で扱うモデルは, 式 (1.1)において ci = 0とした以下の微分方程式により与えられる.

ẋi = (ai − biyi)xi,

ẏi = (−di + xi)yi − 2eyi + eq′i(yi+1 + yi) + eqi(yi + yi−1), i = 1, 2, 3.
(2.1)

境界条件は, y0 = ( 1
q1

− 1)y1, y4 = ( 1
q′
3
− 1)y3である.

彼らのモデルと同様に,プレイ・プレデター個体群は空間的に非一様なパッチ環境に生息しているものとす
る. また, パッチ間の移住もプレデター個体群のみが境界を横切れるとし ,プレイ個体群は初期のパッチに
留まるものと仮定する.
本システム (2.1)の平衡点は，以下の代数方程式の解により与えられる．

(ai − biyi)xi = 0,
(−di + xi)yi − 2eyi + eq′i(yi+1 + yi) + eqi(yi + yi−1) = 0, i = 1, 2, 3.

(2.2)

上記の方程式の解の一つは，以下の方程式により与えられることが容易にわかる．

y∗i = ai/bi

x∗i = di − e
{
q′iy

∗
i+1 − (2− q′i − qi)y∗i + qiy

∗
i−1

}
/y∗i ,

(2.3)
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ここで，y0 = ( 1
q1

− 1)y1, y4 = ( 1
q′
3
− 1)y3である.

上記の方程式において，y∗i は定義により常に正となる．よって，x∗i がすべての iにおいて非負であれば，

(x∗i , x
∗
i )は非負の解となる．しかしながら，パラメータ値により x∗i が常に非負であるとは限らない．この

場合，以下の帰納的方法を用いて，別の非負の平衡点を得ることができる．

ここで, 以下に与えられている規則により, 帰納的に定義される点列 xk
i , y

k
i (k = 0, 1, ..., n)を考えよう．

次に, xk
i の符号により，3つのグループに分類する．S+

k = {i|xk
i > 0}, S0

k = {i|xk
i = 0}, S−

k = {i|xk
i < 0}.

すべての iにおいて，x0
i = x∗i , y

0
i = y∗i とし , k+ 1回の繰り返しのステップの後に得られる xk+1

i , yk+1
i の

値は，以下の方程式により与えられる．

xk+1
i = 0 for i ∈ S0

k ∪ S−
k ,

yk+1
i = yk

i for i ∈ S+
k ,

(−di + xk+1
i )yk+1

i + e
{
q′iy

k+1
i+1 − (2− q′i − qi)yk+1

i + qiy
k+1
i−1

}
= 0, i = 1, 2, 3

(2.4)

式 (2.4)の第 3式における項 xk+1
i yk+1

i は，第 1, 2式により必ず一次式となるので，これら代数方程式
は一次式となる．そして, 次の 2つの補題は, 方程式の非負の平衡解は, 関係式 (2.4)によって与えられる
N(パッチの数)以下の繰り返しにより得られるということを示すものである (証明は付録 Aに示す).

補題 1. (2.4)により, 一意に xk+1
i , yk+1

i が得られる．さらに yk+1
i はすべての iにおいて yk

i に等しいか，

それ以上となる:
yk+1

i ≥ yk
i > 0 i = 1, 2, 3. (2.5)

補題 2. S−
k = øとなる k(0 ≤ k ≤ N)が存在する.そして, n回目のステップで初めて S−

k の要素が全て消

えるとき，xn
i , y

n
i をそれぞれ x̄i, ȳiと記す. さらに, この時 S+

n �= øであり, i ∈ S+
n に対し ȳi = y∗i である.

補題 2において，もし n = 0であれば，求めたい非負の平衡点は直接 (x∗i , y
∗
i ) によって与えられること

がわかる．さらに集合 S−
n は空集合となり，式の関係は k = nで保たれ，よって以下の関係が成り立つ．

x̄i = 0 for i ∈ S0
n,

ȳi = y∗i = ai/bi for i ∈ S+
n ,

(−di + x̄i)ȳi + e {q′iȳi+1 − (2− q′i − qi)ȳi + qiȳi−1} = 0 for all i.

(2.6)

こうして，(x̄i, ȳi)はシステム (2.1)の非負の平衡解であることがわかる．
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2.1.2 平衡点の安定性

(2.6)式によって得られた非負の平衡解 (x̄i, ȳi)について, 以下の定理が得られる．

定理 1. システム (2.1)の非負の平衡解は，パラメータが以下の条件を満たす特別な場合をのぞいて，大
域的そして漸近的に安定である：

i) ai = α for all i,

ii) di − e {q′i/bi+1 − (2− q′i − qi)/bi + qi/bi−1} bi = γ for all i,
(2.7)

仮に，式 (2.7)が満たされるならば，以下で与えられる振動解が存在する．

xi(t) = u(t) for all i,

yi(t) = v(t)/bi for all i,
(2.8)

ここで，u(t)と v(t)は以下の L-V方程式の周期解である

u̇ = (α− v)u, v̇ = (−γ + u)v.

そしてシステム (2.1)のいかなる解も，t → ∞で上記の振動子に向かう．

この定理は，条件 (2.7)が満たされる特別な場合を除いて，非負の平衡解は非一様なパッチ環境において
常に確立されることを示している．

この定理の証明は，リアプノフの方法を用いることによって成される．ここで，システム (2.1)のリアプ
ノフ関数H(x, y) を定義する．

H(x, y) =
3∑

i=1

αiȳi{ 1
bi
(xi − x̄i − x̄i ln

xi

x̄i
) + yi − ȳi − ȳi ln

yi

ȳi
} ≥ 0

αi+1 =
q′i
qi+1

αi, α1 =
1
q′i

(2.9)

ここで，x̄i = 0となる項において，項 xi − x̄i − xi lnxi/x̄iは単純に xiに置き換えられるものとする．ま

た, このリアプノフ関数H(x, y)は以下の領域において定義されるものとする．

Ω = {(x1, x2, x3, y1, y2, y3)| xi ≥ 0 for x̄i = 0, xi > 0 for x̄i > 0 and yi > 0 for all i}

一般に，解の一意性から t = 0での (2.1)の解が領域 Ω内であれば，t > 0においても解は領域 Ω内に留ま
る．関数H(x, y)は，あきらかに領域 Ωにおいて 0に等しいかそれより大きくなる．そして平衡点におい
てのみ 0に等しくなる．
ここで，関数 (2.9)のシステム (2.1)の解に沿った時間微分は，

Ḣ(x, y) =
3∑

i=1

αiȳi[(xi − x̄i)(
ai

bi
− yi)

+(yi − ȳi){−di + xi + (eq′iyi+1 − e(2− q′i − qi)yi + eqiyi−1)/yi}]
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ここで，式 (2.3)と (2.6)を用いて

S = {i| i ∈ S0
n and y∗i �= ȳi}.

と定義し , i ∈ S, i �∈ Sに分けて Ḣ(x, y)を計算すると,
i ∈ S (x̄i = 0, y∗i �= ȳi)のとき

Ḣ(x, y) =
∑
i∈S

αiȳi{xi(y∗i − ȳi) + (yi − ȳi)(
D

yi
− D̄

ȳi
)}

i �∈ S (y∗i = ȳi)のとき

Ḣ(x, y) =
∑
i �∈S

αiȳi{(yi − ȳi)(
D

yi
− D̄

ȳi
)}

ここで, D = eq′iyi+1 − e(2− q′i − qi)yi + eqiyi−1, D̄ = eq′iȳi+1 − e(2− q′i − qi)ȳi + eqiȳi−1.
よって, 上の 2式から

Ḣ(x, y) =
3∑

i=1

αiȳi{(yi − ȳi)(
D

yi
− D̄

ȳi
)}+

∑
i∈S

αiȳi{xi(y∗i − ȳi)}

上記の第 1項について考えると,

Ḣ1(x, y) = α1ȳ1(y1 − ȳ1){eq′1(
y2

y1
− ȳ2

ȳ1
)}

+ α2ȳ2(y2 − ȳ2){eq′2(
y3

y2
− ȳ3

ȳ2
) + eq2(

y3

y2
− ȳ3

ȳ2
)}

+ α3ȳ3(y3 − ȳ3){eq3(y2

y3
− ȳ2

ȳ3
)}

= −eq′1α1
y2

y1
(ȳ1 − ȳ2

y1

y2
)2 − eq′2α2

y3

y2
(ȳ2 − ȳ3

y2

y3
)2

また, 第 2項は i ∈ Sであるから, 補題 1より必ず非正となる.
こうして, Ḣ(x, y)は以下のようにまとめられる.

Ḣ(x, y) = −e
2∑

i=1

q′iαi
yi+1

yi
(ȳi − ȳi+1

yi

yi+1
)2 +

∑
i∈S

yi(y∗i − ȳi)xi ≤ 0 (2.10)

もし，上式の等号が平衡解 (x̄, ȳ)においてのみ成り立つのであれば，その安定性は (2.9), (2.10)の関係
式, 及び La Salle and Lefschetz [4]による定理より証明される．よって，導関数 Ḣが 0になる点の集合
が，平衡解のみであることを証明する必要がある．
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定理 B.(La Salle and Lefschetz)

自励系システム ẋ = X(x), X(0) = 0を考える．V (x)を連続的に 1回偏微分可能なスカラー関数とし，
Ωrを V (x) < rなる xの領域とする．Ωrが有界かつ Ωr 内で

V (x) > 0 for x �= 0 and V̇ (x) ≤ 0

と仮定する．Rを V̇ (x) = 0となる Ωr 内のすべての点の集合とし，そしてM を Rにおけるシステムの最

大の不変集合とする．この時, Ωrにおけるすべての解 x(t)は t → +∞でM に収束する．

ここで，不変集合M は，もしシステムがM 内の点から出発したならば，その全体の軌道はM 内に存在

し続けるというものである．システム (2.1)と (2.9)で定義されるリアプノフ関数H(x, y)は，定理 Bの条
件を満たす. だからシステムにおいて最大の不変集合M を見つけることが必要である (付録 B 参照)．

補題 3. もし定理 1において，条件 (2.7)が満たされなかったならば，Rにおける最大の不変集合M は，

非負の平衡解 (x̄, ȳ) のみからなる．もしそうでなければ，最大の不変集合M は，

M = {(x1, x2, x3, y1, y2, y3) ∈ Ωr| x1 = x2 = x3 and b1y1 = b2y2 = b3y3}.

M に属する方程式 (2.8)の軌道は，システム (2.1)の解であることは容易にわかる．こうして，定理 Bと補
題 3から定理 1は証明される．

最後に，Kawasaki et al. [1]はこれらの定理において注意しなければならない事例をあげている．本シ
ステムにおいても同様であるが，プレイ種は領域の境界を越えないため，初期にプレイが存在しない領域

においては，以後少しのプレイも存在することがない．つまり，もし xi(0) = 0であれば，すべての tにお

いて xi(t) = 0となる．Ωrの定義より，もし x̄i �= 0ならば，Ωr 内のいかなる点においても xi �= 0となる．
それゆえに，定理 1は x̄i �= 0ならば，xi(0) = 0での点から出発する軌道に適応されえない．この特別な場
合に関して，彼らは一様な成長率や補食率を定義して考えている．

ここで，本システムにおいても，一様なパラメータを定義する．

ai = α, bi = β, ci = γ and qi = q′i = q,

そしてプレイを含まない領域を持つ．つまり

xi(0) =

{
> 0 for i �= 2,
= 0 for i = 2,

yi(0) > 0 for all i. (2.11)

この例において，非負の平衡点 (x̄i, ȳi)は，以下のように与えられる．

x̄i =




γ2 + 3eγ(1− q) + 2e2(1− 2q)
γ + 2e(1− q)

for i �= 2,

= 0 for i = 2,
(2.12)

ȳi =




α

β
for i �= 2,

γ2 + 3eγ(1− q) + 2e2(1− 2q)
γ + 2e(1− q)

. for i = 2.
(2.13)

また，この平衡点に関しても，先と同様にリアプノフ関数H(x, y)を構成することができる．そして，
上記のような初期条件に xi(0) = 0をもつような解に対しても，局所安定性が証明されうることがわかる．
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2.2 結果と考察

前節により，定理A(Kawasaki et al.)の定理が本システムにおいて拡張可能であることが証明された．も
し，システムが条件 (2.7)を満たすような一様な環境であれば，プレイとプレデターの個体群密度は t → +∞
で均一な分布に向かい，システムは L-Vタイプの振動子に漸近する．
反対に，システムが条件 (2.7)を満たされなければ，システムは非均一な平衡点が安定化する．
ここでは，プレデターのパッチ間の移住の際に，個体群の減少が起こるかどうかにより，システム全体に与

える影響がどのようなものであるか，数値的計算によりシステム (2.1)のシミュレーションを行う．シミュ
レーションに際して，各パラメータは表 2.1で与えられた値を用い，その結果を図 2.1にて示す．そして，
これらのパラメータの値を用いて導いた非負の平衡点を表 2.2に示す．

表 2.1: パラメータの設定

ai bi ci q′i qi

パッチ 1 0.1 1 0.5 0.4
2 1.0 1 1.0 0.6 0.3
3 2.0 1 1.5 0.7

0.25 0.5 0.75 1 1.25 1.5 1.75 2
prey

0.5

1

1.5

2

2.5
predator

patch2

patch3

patch1

図 2.1: プレイ・プレデターの個体群密度 (xi, yi)の軌道 (e = 0.5)

図 2.1は, 表 2.1のパラメータを用いて, 初期値 xi(0) = yi(0) = 1.0から出発したパッチ iの個体群密度

(xi, yi)の軌道を表したものである. 図から, パッチ 1ではプレデターのみ生存し , パッチ 2，3ではプレイ・
プレデター種が共存していることがわかる (表 2.2参照).
次に，パッチ 1ではプレデター種のみが生存しているが，この要因としてはプレイ種の誕生率が極端に

低いことが考えられる．プレイ種が極端に減少してしまうことにより，当然プレデター種の減少も考えられ

るが，その減少の起こるスピード以上にパッチ 2から 1へのプレデター個体群の移住が上回っているため，
プレデター種のみが生存していることが考えられる．
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表 2.2: 非負の平衡点

パッチ i 1 2 3

y0
i = y∗i 0.1 1 2

x0
i = x∗i -1.2 1.22 1.475

y1
i = ȳi 0.25 1 2

x1
i = x̄i 0 1.175 1.475

ここで，表 2.1のパラメータにおいて，パッチ 1への移入率 q′1 の値を 0.4から少しずつ減らしていき，
パッチ 1のプレデター種の個体群を減少させることにより，両種とも絶滅してしまうのか，もしくは両種が
共存可能となるのか，パラメータの境界を導く．また,プレデターの移住率 eの値を変動させて, 同様に試
みる.

初めに, パラメータ eについて考える. パッチ 1において,プレイ種が絶滅せずに生き残るための条件は,
0.5 − 3.4e > 0となり, e ≤ 0.147であれば , すべての iにおいて x̄i, ȳi > 0となり正の平衡点が存在し , 両
種が生存可能となる. 逆に e > 0.148であれば, 表 2.1のパラメータにおいては, 必ずパッチ 1ではプレイ種
が絶滅する. パッチ 2, 3では eの値に関係なくプレイが生存可能となり，プレイ・プレデター両個体群が共

存できる (表 2.3参照).

表 2.3: パラメータ eに関する境界条件

e ≤ 0.147 e > 0.148

パッチ i 1 2 3 パッチ i 1 2 3

ȳi = y∗i 0.1 1 2 y0
i = y∗i 0.1 1 2

x̄i = x∗i 0.5-3.4e 1.0+0.44e 1.5-0.05e x0
i = x∗i 0.5-3.4e 1.0+0.44e 1.5-0.05e

y1
i = ȳi

0.4e
0.5 + 0.6e

1 2

x1
i = x̄i 0 1 + e

(
0.5− 0.24e

0.5 + 0.6e

)
1.5-0.05e
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図 2.2: パラメータ eに関する境界条件

次に，プレデター個体群の移住の際に，パッチ間での個体群の死亡を考える．表 2.1から q′i, qiの値を変

動させて, q′i + qi+1 ≤ 1，すべてのパッチにおいてプレイ・プレデター個体群が共存可能なパラメータの値
を導く.

表 2.4: パラメータ qi, q
′
iに関する境界条件 (e = 0.5)

パッチ i 1 2 3

y0
i = y∗i 0.1 1 2

x0
i = x∗i 1.0-5.5q′1 2.0-1.5q′2-0.55q2 2.0-0.75q3

表 2.4から，パッチ 1においてプレイ種がプレデター種と共存するための条件は，q′1 < 1/5.5となる．ま
た，パッチ 3においては q3の値に関係なく，プレイ種の個体群は正の数を持つ．逆に，パッチ 2に関して
は，図 2.3で示されるパラメータ q2, q′2の値をとる時, パッチ内のプレイ種は絶滅する．

0.9 0.92 0.94 0.96 0.98
q2

0.97

0.975

0.98

0.985

0.99

0.995

q2’

Prey persistent

Prey Extinct

図 2.3: q2, q′2に関する境界条件
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ここで, パッチ 1に関して,プレイ・プレデター種が共存するためのパラメータ eと q′1 に関する境界条件
を合わせたグラフを以下に示す. 下記のグラフは, 横軸にパラメータ e, 縦軸に q′1をとり, x∗1の値をとった
ものである. 下から 4つ目の等高線が x∗1 = 0を表しており, この等高線の下部であればパッチ 1のプレイ
種は生存し , 反対に上部であれば絶滅することがわかる. よって, すべてのパッチにおいてプレイ・プレデ
ター種が共存するための条件は, 図 2.3と図 2.4で示される境界により与えられる.

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5
0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

Prey persistent

PreyExtinct

x1=0

図 2.4: パッチ 1におけるプレイ種 (x∗1)の等高線グラフ

Kawasaki et al.により提案された帰納的方法 (2.4)は，本システムにおいても非均一な平衡点を与えられ
ることが，上記のシミュレーション結果でも明らかになった．また，表 2.2からもわかるが，i ∈ S−

k であれ

ば，その影響は xk±1
i に現れている．つまり，i, i±1 ∈ S+

k であれば，パッチ iでは (xk
i , y

k
i ) = (xk+1

i , yk+1
i )

となる．

ここで，本システムにおけるパッチ数を Kawasaki et al.のシステム (1.4)と同様に 3から有限の数 N

まで拡張した場合について考える．この時，それぞれの補題の証明は，N 次のシステムにおいても可能で

あり，非均一な平衡点が得られる (付録 A参照)．
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第3章 内部競争モデル

実世界の生態環境を考えたとき，プレデター種に捕食されるプレイ種が，ある領域から絶滅してしまった場

合には，餌のなくなったプレデター種の個体群も徐々に減少していく．餌を求めてプレデター種はプレイ種

のいる領域へと移住を繰り返し，すべての領域でプレイ種が絶滅してしまった場合には，当然プレデター種

も絶滅してしまうことは想像に難しくない．

反対に，プレデター種がなんらかの理由によりすべての領域において絶滅してしまった場合には，一時的

に捕食の圧力から解放されたプレイ種は爆発的に増加するが，寿命等の自然的死亡により繁殖が抑制され

るものである．

しかし，前章で考えていたプレイ種の内部競争が起こらないモデルにおいては，初期的にパッチにプレデ

ター種が存在しない場合，もしくはなんらかの理由で個体群が絶滅してしまった場合には，プレイ種の自然

死亡率がモデルには考慮されていないため，プレイ個体群が単調増加する．しかし，この現象は上で述べた

ことと矛盾するため，領域の環境容量によりプレイ種の爆発的な増加を抑制する．ここで，プレイ種間の内

部競争を考慮し，ci > 0，システム (3.1)を解析する．

ẋi = (ai − biyi)xi − cix
2
i ,

ẏi = (−di + xi)yi − 2eyi + eq′i(yi+1 + yi) + eqi(yi + yi−1), i = 1, 2, 3.
(3.1)

システム (3.1)において，もし個体群の移住が行われなければ，その独立したパッチダイナミクスは前章の
モデルと違い，パラメータ値により 2つのタイプに区分される．パッチ iにおけるダイナミクスを区別する

条件は, 符号�iにより与えられる.

�i = ai − cidi (3.2)

それゆえに，独立したパッチダイナミクスにおいて，�i > 0であればプレデター種はプレイ種とパッチ内
で共存可能であるが，�i ≤ 0であれば，プレデター種は共存することはできない．ここで，以下のように
パッチ毎に �iの符号を仮定し，プレデター個体群の移住が起こった場合に，システム (3.1)のパッチ毎の
プレイ・プレデター個体群にどのような影響を及ぼすか解析する．

また，すべてのパッチの独立したパッチダイナミクスが �i = ai − cidi ≤ 0であるとき，正の平衡点が存
在可能であるかどうかについても解析する．

表 3.1: パッチ iにおける符号�i

centrifugal pattern linear pattern

パッチ 1 �1 = a1 − c1d1 ≤ 0 �1 = a1 − c1d1 > 0
2 �2 = a2 − c2d2 > 0 �2 = a2 − c2d2 ≤ 0
3 �3 = a3 − c3d3 ≤ 0 �3 = a3 − c3d3 ≤ 0
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3.1 Centrifugal pattern

システム (3.1)の正の平衡点 (x∗i , y
∗
i )は，以下の代数方程式の解により与えられる．

(ai − biy
∗
i )− cix

∗
i = 0, (3.3)

(−d1 + x1)y∗1 − ey∗1 + eq′1(y
∗
2 + y∗1) = 0, (3.4)

(−d2 + x∗2)y
∗
2 − 2ey∗2 + eq′2(y

∗
3 + y∗2) + q2(y∗2 + y∗1) = 0, (3.5)

(−d3 + x3)y∗3 − ey∗3 + eq3(y∗3 + y∗2) = 0. (3.6)

方程式 (3.3)より，正の平衡点を持つための x∗i の条件は，

x∗i =
ai

ci
− bi

ci
y∗i > 0 → y∗i <

ai

bi
(3.7)

となる．これを方程式 (3.4)∼(3.6)にそれぞれ代入すると，それぞれ

y∗2 =
y∗1

eq′1c1
(b1y∗1 − δ1), (3.8)

y∗2 =
y∗3

eq3c3
(b3y∗3 − δ3), (3.9)

y∗3 =
b2y

∗2
1

e3A
(b1y∗1 − δ1)2 − δ2y

∗
1

e2B
(b1y∗1 − δ1)− Cy∗1 (3.10)

ここで，A = q′21 q′2c21c2, B = q′1q′2c1c2, C = q2/q
′
2．

また，δiはそれぞれ 


δ1 = (a1 − c1d1)− c1e(1− q′1),
δ2 = (a2 − c2d2)− c2e(2− q′2 − q2),
δ3 = (a3 − c3d3)− ec3(1− q3).

(3.11)

ここで，表 3.1より，δ1, δ3 < 0であることがわかる．よって，式 (3.8), (3.9)により，
y1 − y2, y3 − y2曲線は共に y1, y3 > 0であれば，それぞれ必ず y2 > 0となる．
ここで，式 (3.8), (3.9)から y2を消去した式を再考し，g(y1, y3) = 0とおくと

g(y1, y3) =
y∗3

eq3c3
(b3y∗3 − δ3)− y∗1

eq′1c1
(b1y∗1 − δ1) = 0. (3.12)

式 (3.12)の双曲線と式 (3.10)の 4次曲線が第一象限で交わるとき，yi > 0 (i = 1, 2, 3)となる．この 2つ
の曲線が第一象限で交わるための条件は，式 (3.10)における 4次曲線の原点における傾きにより分けられ
る．式 (3.10)の曲線における原点での傾きは，式 (3.10)の右辺を f(y∗1)とおくと f(y1)について

f ′(y1) = −C +
b1δ2
e2B

y1 − δ2
e2B

(b1y1 − δ1) + 2
b1b2y

2
1

e3A
(b1y1 − δ1) + 2

b2y1

e3A
(b1y1 − δ1)2 (3.13)

よって，f ′(0)の符号の境界条件は，



f ′(0) < 0 for δ2 >
e2BC

δ1

f ′(0) ≥ 0 for δ2 ≤ e2BC

δ1

(3.14)

ここで，式 (3.10)の 4次曲線について考える．y4
1の係数は，b1b2y

∗2
1 /(e3A) > 0より，最後は下に凸な単

調増加関数となる．
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f ′(0) < 0のとき, 4次関数 y3 = f(y1)は y1 > 0において, 一度第 4象限に入ったのち, 最終的には第一象
限へと入り, 単調に増加する. 一方, 式 (3.12)の双曲線は原点から第一象限へとのびる半曲線部分を持って
おり, y3は y1に対して一次のオーダーで増加する. 従って, この半曲線部分は必ず 4次関数 y3 = f(y1)と
第一象限で交わる.
次に，f ′(0) ≥ 0のとき，y1 > 0において曲線 y3 = f(y1)が単調増加となるかどうかを確かめる．f ′′(y1) > 0
ならば，曲線の変化率 f ′(y1)は増加する．つまり，f ′(y1) > f ′(0) > 0となり，x > 0において曲線 y3 = f(y1)
は単調増加となることが証明される．

f ′′(y1) = −2
δ2
e2B

+ 2
b2
e3A

y2
1 + 8

b2
e3A

y1(y1 − δ1) + 2
b2
e3A

(y1 − δ1)2

ここで，δ2 ≤ e2BC/δ1 < 0より，上記の式はすべて正の項となる．よって，y1 > 0において曲線 y3 = f(y1)
は単調増加となることが証明される．

次に，式 (3.12)の双曲線について考える．g(y1, y3) = 0より，

b3
eq3c3

(
y3 − δ3

2b3

)2

− b1
eq′1c1

(
y1 − δ1

2b1

)2

=
b3

eq3c3

(
δ3
2b3

)2

− b1
eq′1c1

(
δ1
2b1

)2

. (3.15)

上記の式を p(y3 − u)2 − q(y1 − v)2 = rと書き換えると，p, q > 0, u, v < 0である．よって，漸近線の交
点の座標は (v, u)となり，双曲線は，rの符号により異なる．r > 0ならば，双曲線は直線 y3 = uについ

て対象となり，原点を通る曲線は下に凸な曲線となる．逆に，r < 0ならば，双曲線は直線 y1 = vについ

て対象となり，原点を通る曲線は左 (y1軸が負の方向)に凸な曲線となる．双曲線の方程式を y3 = ±g(y1)
と変形させると，

g(y1) = ±
√

r + q(y1 − v)2

p
+ u. (3.16)

ここで，2つの曲線のうち原点を通るのは, rの符号に関係なく y3 = g(y1)となる．この曲線の傾きを求
めると，

g′(y1) =
q(y1 − v)√

pr + pq(y1 − v)2
. (3.17)

式 (3.13)と (3.17)から，2つの曲線の原点における接線の傾きは，

f ′(0) = −C +
δ2δ1
e2B

,

g′(0) =
c3q3δ1
c1q1δ3

.
(3.18)

よって，2つの曲線が第一象限で交わるためには，f ′(0) < g′(0)より，

c3q3δ1
c1q1δ3

−
(
−C +

δ2δ1
e2B

)
> 0. (3.19)

以上のことから，2つの曲線が第一象限で交わるための条件，つまりプレイ間の内部競争を含むシステム
(3.1)が正の平衡点 (x∗i , y∗i )を持つための条件は，以下のようにまとめられる．

17



(I)




y∗i <
ai

bi

δ2 >
e2BC

δ1

(II)




y∗i <
ai

bi

δ2 ≤ e2BC

δ1

c3q3δ1
c1q1δ3

−
(
−C +

δ2δ1
e2B

)
> 0

(3.20)

-0.2 -0.15 -0.1 -0.05 0.05 0.1 0.15
y1
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0.15

y3

y3=g

y3= f

図 3.1: (I) δ2 > e2BC/δ1における 4次曲線 y3 = f(y1)と半曲線 y3 = g(y1)
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y1

0.02
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0.08

0.1

y3

y3= g

y3= f

図 3.2: (II) δ2 < e2BC/δ1における 4次曲線 y3 = f(y1)と放物線 y3 = g(y1)
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-0.00075
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g-f

図 3.3: (II) g(y1)− f(y1)のグラフ (g′(0)− f ′(0) > 0)
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図 3.4: (II) g′(0)− f ′(0) > 0と g′(0)− f ′(0) < 0の g(y1)− f(y1)のグラフ
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3.2 Linear pattern

今まで述べてきた Centrifugalモデルでは，プレデターは sinkから source，source から sinkパッチへの
移動のみを考えてきた．ここでは，パッチ 1のローカルダイナミクスを sourceとし，パッチ 2, 3のローカ
ルダイナミクスを sinkとする．よって，このモデルでは，プレデターは source ⇔ sink間のみでなく，sink
⇔ sink間の移動も加わることになる．これにより,プレイ・プレデター個体群にどのような影響がもたら
せるかを考える.
表 3.1と式 (3.11)により, Linearモデルでは δ2, δ3 < 0となることがわかる. また, 式 (3.8)において,

δ1 < 0の時, y1 − y2曲線は, y1 > 0であれば y2 > 0となり, 逆に δ1 > 0であれば , y1 − y2曲線の極値点は

y1 = v > 0となり, 0 < y1 < 2vでは y2 < 0となる. よって, 式 (3.12)の双曲線と式 (3.10)の 4次曲線が第
一象限で交わるための条件は, δ1の値により 3通りに分けられる.
式 (3.10)の 4次曲線における原点での傾き, f ′(0)の符号の境界条件は, 式 (3.13)より


f ′(0) < 0 for δ1 >

e2BC

δ2

f ′(0) ≥ 0 for δ1 ≤ e2BC

δ2

(3.21)

次に, 式 (3.15)の双曲線について再考する.

b3
eq3c3

(
y∗3 − δ3

2b3

)2

− b1
eq′1c1

(
y∗1 − δ1

2b1

)2

=
b3

eq3c3

(
δ3
2b3

)2

− b1
eq′1c1

(
δ1
2b1

)2

.

上記の式を再び p(y∗3 − u)2 − q(y∗1 − v)2 = rとおくと, p, q > 0. u < 0であり, 双曲線の漸近線の交点は
(v, u)となる. よって, δ1 < 0であれば , v < 0となり, 2つの曲線が第一象限で交わるための条件は, 前節
の証明を用いると以下のように示される.

(III)




y∗i <
ai

bi

e2BC

δ2
< δ1 < 0

(IV )




y∗i <
ai

bi

δ1 ≤ e2BC

δ2
c3q3δ1
c1q1δ3

−
(
−C +

δ2δ1
e2B

)
> 0

(3.22)

次に, δ1 > 0の場合について考える (v > 0). この時, 0 < y1 < 2vにおいて, 2次曲線 g(y1, y3) < 0と
なるので, その時の y3 = f(y1)の曲線の値に関係なく, 2つの曲線が第一象限で交わることは不可能である.
つまり, この範囲においては正の平衡点は存在しない. δ1 > 0の時, 式 (3.10)の 4次曲線は, 原点における
傾きが負となる. よって, 2つの曲線が第一象限で交わるための条件は, 式 (3.12)の半曲線部分が y1軸と交

わる y1 = 2vにおいて, 4次曲線が f(2v) < 0となることである. ここで, y1 = 2v = δ1/b1における f(y1)
の値を調べると,

f(
δ1
b1
) = −C

δ1
b1
.

今, δ1 > 0であるから, 常に f( δ1
b1
) < 0となる. よって, 2つの曲線は δ1 > 0の時, y1 = δ1/b1で常に第一象

限で交わることがわかる. しかし , 式 (3.7)から, もし a1/b1 > 2δ1/b1であれば , たとえ 2つの曲線が第一象
限で交わったとしても, x1 < 0となり, 正の平衡点は存在しない. したがって,プレイ種が正の個体群を持
つための必要条件は, 0 < δ1 < a1となる. しかし , δ1 = (a1 − c1d1)− c1e(1− q′1)より, 常に δ1 < a1は成り

立つ.
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以上のことから, 2つの曲線が第一象限で交わり,かつシステム (3.1)が正の平衡点 (x∗i , y
∗
i )を持つための

条件は，以下のようにまとめられる.

(III)′




y∗i <
ai

bi

δ1 >
e2BC

δ2

(IV )




y∗i <
ai

bi

δ1 ≤ e2BC

δ2

h(0) > 0

(3.23)

-0.1 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5
y1

-0.2

0.2

0.4

y3

y3=gHy1

y3= fHy

図 3.5: (IV) δ1 > 0のグラフ

Centrifugalモデルと Linearモデルについて考えたが, 条件 (3.20), (3.23)より, 両モデルにおいて正の平
衡点の存在条件は, 式 (3.10)の 4次曲線の原点における接線の傾きにより, 分けられることがわかる. そし
て y3 = f(y1)曲線の原点における傾きが負であれば , 配列に関わらず必ず 2つの曲線は第一象限で交わる.
しかしながら, (I)∼(IV)より, f ′(0)の符号に関わらず, yi < ai/biの条件を満たさない限り, xi ≤ 0となり,
正の平衡点 (x∗i , y∗i )は存在しない. ここで, 線形配列, 遠心配列における 4次曲線 y3 = f(y1)と 2次曲線
y3 = g(y1)の交点が yi < ai/biを満たすための条件について, それぞれ調べる. X1, X2, Y1, Y2について

以下のように定義する.

X1 = {y3 =
a3

b3
での y3 = g(y1)における y1の正の値 }

X2 = {y3 =
a3

b3
での y3 = f(y1)における y1の正の値 }

Y1 = {y1 =
a1

b1
での y3 = g(y1)における y3の正の値 }

Y2 = {y1 =
a1

b1
での y3 = f(y1)における y3の正の値 }

y∗1 < a1/b1, y∗3 < a3/b3の条件を満たすためには, 以下の条件を満たすことが必要である.

X2 < X1 (3.24)

Y1 < Y2 (3.25)

上記の不等式が成り立つ時, x∗1, x
∗
3 > 0となる. また, 上記の不等式が成り立つ時, x∗2に関しては式 (3.9)よ

り, y3 = a3/b3での y2の値が a2/b2であれば, 必ず x∗2 > 0となる.
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3.3 平衡点の安定性

代数方程式 (3.3)から得られうる正の平衡点の安定性について証明を行う. 条件 (3.20), (3.23)がそれぞれ
の配列パターンで満たされる時,システム (3.1)の正の平衡点 (x∗i , y

∗
i )が存在し ,その平衡点は, 漸近的そし

て大域的に安定となる. このことを証明するために, 式 (2.9)のリアプノフ関数H を用いる.

H(x, y) =
3∑

i=1

αiy
∗
i {

1
bi
(xi − x∗i − x∗i ln

xi

x∗i
) + yi − y∗i − y∗i ln

yi

y∗i
} ≥ 0

αi+1 =
q′i
qi+1

αi, α1 =
1
q′i

(3.26)

ここで，x∗i = 0において，項 xi − x∗i − x∗i lnxi/x
∗
i は, 単純に xiに置き換えられる．このリアプノフ関

数H(x, y)は領域は以下のように定義される．

Ω = {(x1, x2, x3, yi, y2, y3)| xi > 0 and yi > 0 for all i}

一般に，t = 0での (3.1)の解が領域Ω内であれば，t > 0においても解は領域Ω内に留まる．関数H(x, y)
は，あきらかに領域 Ωにおいて 0に等しいかそれより大きくなる．そして平衡点においてのみ等式が成り
立つ．

ここで，関数 (3.26)の時間微分は，

Ḣ(x, y) =
3∑

i=1

αiy
∗
i {

1
bi
(ẋi − x∗i

ẋi

xi
) + ẏi − y∗i

ẏi

yi
}

=
3∑

i=1

αiy
∗
i [(xi − x∗i )(

ai

bi
− cixi)

+(yi − y∗i ){−di + xi + (eq′iyi+1 − e(2− q′i − qi)yi + eqiyi−1)/yi}]

ここで, 方程式 (3.3)∼(3.6)を用いて, ai, diを消去すると

Ḣ(x, y) = −e
3∑

i=1

αiciy
∗
i

bi
(xi − x∗i )

2 − e
2∑

i=1

q′iαi
yi+1

yi
(y∗i − y∗i+1

yi

yi+1
)2 ≤ 0 (3.27)

方程式 (3.26)と (3.27)から, Rの最大の不変集合を見つけることができる.

R = {(x1, y1, x2, y2, x3, y3) ∈ Ω| Ḣ}.

定理 Bを用いることにより, 正の平衡点 (x∗i , y∗i )が大域安定となることが証明される.
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3.4 シミュレーションと考察

ここで, centrifugal pattern, linear patternの場合について, パラメータの値を表 3.2のように設定し, e
の値を 0 → 0.5まで変動させて, 平衡点の変化の様子をそれぞれ考察する (表 3.3参照).

表 3.2: パラメータの設定

パッチ i ai bi ci di

�i > 0 1.25 1.0 1.0 1.0
�i ≤ 0 1.0 1.0 1.0 1.2

0.2 0.4 0.6 0.8 1
prey

0.2

0.4

0.6

0.8

1

predator

starting point

Source patch
predator persist

図 3.6: sourceパッチのローカルダイナミクス
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図 3.7: sinkパッチのローカルダイナミクス

表 3.3: パラメータ eに関する平衡点の値 q′i = qi = 0.5

centrifugal pattern linear pattern

e x1 y1 x2 y2 x3 y3 x1 y1 x2 y2 x3 y3

0 1 0 1 0.25 1 0 1 0.25 1 0 1 0
0.1 0.970 0.030 1.082 0.168 0.970 0.030 1.042 0.208 0.968 0.032 0.994 0.006
0.2 0.967 0.033 1.140 0.110 0.967 0.033 1.076 0.174 0.958 0.042 0.986 0.014
0.3 0.972 0.027 1.181 0.069 0.972 0.027 1.104 0.146 0.954 0.045 0.982 0.018
0.4 0.981 0.019 1.209 0.041 0.981 0.019 1.123 0.123 0.955 0.045 0.979 0.021
0.5 0.989 0.011 1.229 0.021 0.989 0.011 1.147 0.103 0.958 0.042 0.978 0.022

表 3.3を見てもわかるように, sourceパッチにおいては, 配列パターンに関係なく, パッチからの移住率
eが高くなるに連れて,プレイ個体群は増加し ,プレデター個体群は減少していくことがわかる. 逆に sink

パッチにおいては, 配列パターンの違いにより, 違った兆候が見られる. centrifugalパターンにおける sink

パッチでは,プレイ個体群は, 移住率 eの増加に伴い, いったんは減少するが, その後, 再び個体群が増加す
る. 逆にプレデター個体群は, 移住率 eの増加に, 初め増加するが, その後, 再び減少していく.
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一方, linearパターンにおける sinkパッチであるパッチ 2とパッチ 3とでは個体群の変化の様子が異な
る. パッチ 2においては,プレイ,プレデター個体群共に centrifugalパターンにおける sinkパッチと同様

の変化を見せるのに対して, パッチ 3では, 移住率 eの増加に伴いプレイ個体群の数が徐々に減少していく

のに対して,プレデター個体群の数が増えている.
そのため, パッチ 3においては, 移住率が高い値のときでさえ. プレイ・プレデター個体群が共存可能となっ
ている. つまり sourceパッチに隣接した sinkパッチでは, 移住率が高くなるのに連れて,プレイ個体群は
増加し ,プレデター個体群は減少している.
この要因として次のことが考えられる. centrifugalパターンにおいては, source ⇔ sink 間の移動のみ

であるため, 生産性の高い sourceパッチから sinkパッチに移住してくるプレデター個体群により, 移住率
の低い値においては, sinkパッチにおいても, 両種の共存が可能となる. しかし , 移住率の値が高くなると,
sinkパッチでは移入してくるプレデター種を賄いきれるだけの生産性が備わっていないため, 餌の少なく
なった sinkパッチでは再びプレデター個体群が減少していくと考えられる.
同様の理由により, linearパターンにおける個体群の変化についても説明できる. 移住率の低い段階にお

いて, sourceパッチと隣接する sinkパッチで, 両種の共存が可能となる. そして,プレデター個体群密度の
増したパッチ 2から徐々にパッチ 3へと移住していくことになるので, 移住率が高くなるに連れ, パッチ 3
においても両種の共存が可能となっている.
よって, すべてのパッチで両種が共存可能となる正の個体群をもつためには, centrifugalパターンの場
合には, linearパターンに比べて, sourceパッチにより高い生産性が求められることがわかる.

次に, 上記のシミュレーションは, q′i = qi = 0.5 の場合について行ったが, そのために centrifugal パ
ターンの平衡点は, x1 = x3, y1 = y3 の値をとっている. ここで, q′i, qi について上記のシミュレーショ

ンを再考する. e = 0.3と固定し , パッチ 1への移入率 q′1 を表 3.4のように 0.1 ∼ 0.9まで変動させた時
(q2 = 1− q′1, q

′
2 = q3 = 0.5), centrifugalパターンにおけるパッチ 1とパッチ 3の平衡点でどのような変化

が生じるかを確かめる. またパッチ 1∼2間で移住の際に,プレデター個体群の数が減少すると仮定したとき
q′1 = q2 ≤ 0.5, システム全体に与える影響について考察する.

表 3.4: パラメータ q′1に関する平衡点の値

q′1 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9

x1 0.991 0.983 0.977 0.973 0.972 0.977 0.989 1.000 1.
x3 0.947 0.952 0.958 0.964 0.972 0.982 0.993 1.000 1.
y1 0.009 0.017 0.023 0.027 0.027 0.023 0.011 0.0 0.
y3 0.053 0.048 0.042 0.036 0.027 0.018 0.007 0.0 0.

表 3.4より, q′1 = 0.5の値を境に, パッチ 1へのプレデター個体群の移入率が極端に高くなるとき, もしく
は低くなるときに, パッチ 1のプレイ個体群の数が増加する. これはパッチ 1のプレデター個体群の数が減
少してしまっているためである. まず, q′iの値が小さい場合には, パッチ 1は sinkパッチであるゆえに,プ
レデター個体群が全滅してしまうことは想像に難しくない. 逆に, q′1の値が非常に高いときにも, 各パッチ
内のプレデター個体群が全滅してしまう. これは, パッチ 1へプレデターを送り続けるだけの生産性が伴っ
ていなかったためであると考えられる. そのために, パッチ 3へ移住するプレデター個体群の数も激減して
しまうため, パッチ 3においてもプレデター個体群は絶滅してしまう. このことから, sourceパッチへのプ
レデター個体群の移入率が低くなるとき, システム全体が不安定化することがわかる.
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表 3.5: q′1 + q2 ≤ 1に関する平衡点 (linear)

q′1, q2 x1 y1 x2 y2 x3 y3

0.5 1.076 0.174 0.958 0.042 0.986 0.014
0.4 1.105 0.145 0.972 0.028 0.991 0.009
0.3 1.132 0.118 0.983 0.017 0.995 0.005
0.2 1.156 0.094 0.991 0.009 0.997 0.003
0.1 1.179 0.071 0.997 0.003 0.999 0.001

次に,個体群がパッチ 1↔2間を移住する際に,個体群の減少を伴う場合について,つまり移入率 q′1, q2 ≤ 0.5
となるときの各パッチでの個体群の変化の様子を centrifugal, linearパターンに関して表 3.5, 表 3.6にそれ
ぞれ示す. 表 3.5より, linearパターンにおいてパッチ 1↔2間で個体群の減少が起こることは, sourceへの
移入する個体群の数が減ると同時に, sinkであるパッチ 2への移入する個体群の数も減るということなの
で, 　パッチ 2でのプレデター個体群の数が減少する. パッチ 2へプレデター個体群の数が減ることは, 同時
にパッチ 3へ移入する個体群の減少をも意味するので, システム全体でプレデター個体群の数が減少する.

表 3.6: q′1 + q2 ≤ 1に関する平衡点 (centrifugal)

q′1, q2 x1 y1 x2 y2 x3 y3

0.5 0.967 0.033 1.140 0.110 0.967 0.033
0.4 0.981 0.019 1.170 0.080 0.975 0.025
0.3 0.991 0.008 1.120 0.052 0.984 0.016
0.2 0.997 0.003 1.223 0.027 0.991 0.009
0.1 1.000 0.000 1.243 0.006 0.998 0.002

次に, 表 3.6より, centrifugalパターンにおいては, sinkパッチであるパッチ 1へ個体群が移入しにくく
なるのだから, パッチ 1のプレデター個体群が減少するであろうことは容易にわかる. また, パッチ 3にお
いては sourceパッチと隣接しているので, linearパターンに比べるとプレイ・プレデター個体群が共存でき
る環境であるが, パッチ 1, 2の移入率が極端に低くなると linearパターンと同様に, 全てのパッチでプレデ
ター個体群が絶滅してしまうことがわかる.
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図 3.8: centrifugal patternの解軌道 (e = 0.1)
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図 3.9: linear patternの解軌道 (e = 0.1)
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図 3.10: centrifugal patternの解軌道 (e = 0.5)
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図 3.11: linear patternの解軌道 (e = 0.5)
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第4章 まとめ

本論文では, 空間的非一様な 3つのパッチで構成される, L-Vタイプのプレイ・プレデターモデルを取り扱
い,プレイ間の内部競争が行われないシステム (2.1)と行われるシステム (3.1)について考えてきた. 第 2章
では, Kawasaki et al.モデルの帰納的手法と定理 Aを参考に, 本モデルにおいて定理 1を導き出し , さら
にリアプノフ関数H(x, y)と La Salle and Lefschetzの定理 Bを適用し , 帰納的手法により構築したシス
テム (2.1)の非負の平衡解は大域安定であることが証明できた. さらに, この定理が 3つのパッチ環境にの
み適用可能なものではなく, N次の場合にも成り立つことが付録 Aにより証明された.

第 3章では, 個体群の移住を考えない独立したダイナミクスにおいて, 空間的非一様性を仮定し , 正の平衡
点をもち大域安定となる sourceパッチとプレデター個体群が絶滅してしまう sinkパッチをモデルに取り

入れた. また, この sourceパッチと sinkパッチの配列パターンに centrifugalパターンと linearパターン

を用いて, 空間構造の違いによる正の平衡点の存在条件について導きだした. 正の平衡点の存在条件に関し
て,プレイ種間の内部競争が行われないモデルに比べて,それを考慮したモデルでは, 厳密な正の平衡点の存
在条件がより厳しくなっていることがわかる. つまり, パッチの非一様性がもたらす影響がそれだけ大きい
と言える. また, 前節のシミュレーション結果から, パッチの配列パターンによっても,プレイ・プレデター
個体群に与える影響が少なくないと言える. centrifugalパターンでは,プレデター個体群の移住率 eが高

くなるにつれて, linearパターンに比べて,プレイ・プレデター個体群の共存に, sourceパッチに対して, よ
り大きな生産性が求められる. つまり, 両個体群が全てのパッチで共存するためには, linearパターンの方
が条件が良いのである. また, 各パッチへの移入率に関して, 一つのパッチに個体群が集中することは, 全て
のパッチでの個体群の絶滅を及ぼしかねないのである. 　
こうして, 空間的に非一様なパッチ環境における個体群モデルについて考えてきたが,プレデター種のみ

が移住できる本モデルにおいて,プレイ種間の内部競争の有無に寄らず, 正の平衡点が存在することが示さ
れ, 存在したのであれば , 大域安定となることが証明された.
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付 録A

補題 1の証明のために，以下の付録の補題を用いる．

補題 A-1. Amを以下のようなm×mの行列とする．

Am =



e(1− q′1) + d1 −eq′1 0 · · 0

−eq2 e(2− q2 − q′2) + d2 −eq′2 0 · 0
· · · ·

0 · · 0 −eqm e(2− qm − q′m) + dm




b = t(b1, b2, ..., bm)は非負の要素もつベクトル, すなわち, すべての iにおいて bi ≥ 0とする. この時,
方程式 Amx = bは，一意解 x = t(x1, x2, ..., xm)を持ち,その要素はすべて非負，すなわち, すべての iに

おいて xi ≥ 0である．

補題 A-1の証明. 初めに, m = 3の時について考える. 方程式 Amx = bを計算すると, 以下の 3つの方程
式が得られる.

{e(1− q′1) + d1}x1 − eq′1x2 = b1 (A.1)

−eq2x1 + {e(2− q2 − q′2) + d2}x2 − eq′2x3 = b2 (A.2)

−eq3x2 + {e(1− q3) + d3}x3 = b3 (A.3)

式 (A.3)から,

x3 =
eq3x2 + b3

e(1− q3) + c3
. (A.4)

これを式 (A.2)に代入すると,

−eq2x1 +
[
e(2− q2 − q′2) + d2 − e2q′2q3

e(1− q3) + d3

]
x2 = b2 +

eq′2
e(1− q3) + d3

b3

=⇒ x2 =
eq2{e(1− q3) + d3}

A
x1 +

{e(1− q3) + d3}b2 + e2q′2q3b3
A

.

ここで, A = {e(2− q2 − q′2) + d2}{e(1− q3) + d3} − e2q′2q3.
Aの符号について調べると,

A = e2(1− q3)(2− q2 − q′2)− e2q′2q3 + e(1− q3)c2 + e(2− q2 − q′2)c3

= e2(2− q2 − q′2 − 2q3 + q2q3) + e(1− q3)c2 + e(2− q2 − q′2)c3

= e2{(1− q′2 − q3) + (1− q2)(1− q3)}+ e(1− q3)c2 + e(2− q2 − q′2)c3 > 0

よって, 式 (A.5)は傾き, 切片共に正の直線となる.

28



また, 式 (A.1)を変形すると,

x2 =
e(1− q′1) + d1

eq′1
x1 − b1

eq′1
.

よって, この直線は傾き正, 切片が負の直線となる. また, 式 (A.4)より, x2 > 0であれば x3 > 0となるの
で, すべての iにおいて, xi ≥ 0となるための条件は, 式 (A.1)と (A.5)の直線が第一象限で交わることであ
る. よって, 補題 A− 1を満たすための必要十分条件は, 以下の不等式となる.

e(1− q′1) + d1

eq′1
>

{e(1− q3) + d3}eq2
{e(1− q3) + d3}{e(2− q2 − q′2) + d2} − e2q′2q3

(A.5)

パラメータの初期条件により，式 (A.5)は常に満たされる．こうして m = 3のとき，補題 A− 1は証明
される．

次に, Kawasaki et al.のモデル同様に, システム (2.1)を N 次まで拡張した場合について考える. この
時, システムは以下の微分方程式により与えられる．

ẋi = (ai − biyi)xi

ẏi = (−di + xi)yi − 2eyi + eq′i(yi+1 + yi)eqi(yi + yi−1), i = 1, ..., N
(A.6)

境界条件は y0 = ( 1
q1

− 1)y1, yN+1 = ( 1
q′

N
− 1)yN となる.

ここで，方程式 (A.6)においても補題 A− 1が成り立つことを帰納法を用いて証明する．
m = 1においては，明らかに真となる．m = nにおいて，補題が成り立つと仮定すると，m = n+ 1にお
いて方程式 An+1x = bは

{e(1− q′1) + d1}x1 − eq′1x2 = b1, (A.7)
...

−eqnxn−1 + {e(2− qn − q′n) + dn}xn − eq′nxn+1 = bn, (A.8)

−eqn+1xn + {e(1− qn+1) + dn+1}xn+1 = bn+1. (A.9)

方程式 (A.9)を (A.8)に代入することにより，以下の関係式を得る．

−eqnxn−1 + {e(1− qn) + d′n}xn = b′n,

ここで，d′n, b′nは

d′n = dn +
e2(1− q′n − qn+1) + e(1− q′n)dn+1

e(1− qn+1) + dn+1
,

b′n = bn +
eq′nbn+1

e(1− qn+1) + dn+1
.

よって，n次の未知変数 x1, ..., xnにおける代数方程式は，以下のように与えられる．

{e(1− q′1) + d1}x1 − eq′1x2 = b1,

...

−eqn−1xn−2 + {e(2− qn−1 − q′n−1) + dn−1}xn−1 − eq′n−1xn = bn−1,

−eqnxn−1 + {e(1− qn) + d′n}xn = b′n.

29



m = nにおける仮定により，上記の方程式には，非負の要素 (xi, ..., xn)を持つ一意の解が存在する．そし
て，xn+1は方程式 (A.9)により，非負の値として一意に決定される．こうして，システム (A.6)において
も，補題 A− 1は成り立つことが証明された．

補題 1 の証明. 帰納的方法 (2.4)により，i ∈ S+
k における yk+1

i と i ∈ S0
k ∪ S−

k における xk+1
i の値は，

yk+1
i = yk

i , x
k+1
i = 0と直接与えられる．しかし，xk+1

i と yk+1
i のその他の値は，以下の方程式により与え

られる

(−di + xk+1
i )yk+1

i + e{q′iyk+1
i+1 − (2− q′i − qi)yk+1

i + qiy
k+1
i−1 } = 0, i = 1, ..., N.

これらの方程式は i ∈ S0
k ∪ S−

k もしくは i ∈ S+
k により，2つのグループに分けられる．i ∈ S0

k ∪ S−
k であ

れば，未知変数 yk+1
i (i ∈ S0

k ∪ S−
k )に関する 1次の代数方程式となる．

−diy
k+1
i + e{q′iyk+1

i+1 − (2− q′i − qi)yk+1
i + qiy

k+1
i−1 } = 0

i ∈ S+
k であれば , 未知変数 xk+1

i と yk+1
i±1 に関する方程式となる.

(−di + xk+1
i )yk

i + e{q′iyk+1
i+1 − (2− q′i − qi)yk

i + qiy
k+1
i−1 } = 0

もし i± 1 ∈ S+
k ならば，yk+1

i±1 = yk
i±1となり, i± 1 ∈ S0

k ∪ S−
k ならば , yk+1

i±1 は初めのグループの方程式に

より決定されるので, 上記の式は, 未知変数 xk+1
i に関する 1次の代数方程式となる. それゆえに，問題は初

めのグループの方程式に縮約される．これらの方程式を解くために，i ∈ S0
k ∪ S−

k の集合を連続の数で構

成される部分集合へと分けて証明する．例えば, S0
k ∪ S−

k = {1, 4, 5, 6, 7, 9, 10}の時, 次の 3つの部分集
合に分ける:{1}, {4, 5, 6, 7}, {9, 10}. ここで, S0

k ∪ S−
k において, 連続の数で構成される部分集合のパッ

チ番号を {j, j +1, ..., j +m− 1}とし証明を行う (j − 1, j +m ∈ S+
k )．i ∈ {j, j +1, ..., j +m− 1}にお

いては，関係式 (2.4)により, xk+1
i = 0. また, yk+1

j−1 = yk
j−1, yk+1

j+m = yk
j+mとなる．それゆえに，未知変数

{yk+1
j , yk+1

j+1 , ..., y
k+1
j+m−1}における方程式は，以下の方程式により与えられる

−eqiy
k+1
i−1 + {e(2− q′i − qi) + di}yk+1

i − eq′iy
k+1
i+1 = 0, i = j, j + 1, ..., j +m− 1. (A.10)

これらの方程式は，また Amy = bとして書かれる．
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ここで，

Am =




e(2− qj − q′j) + dj −eq′j 0 · 0
−eqj+1 e(2− qj+1 − q′j+1) + dj+1 −eq′j+1 · 0

· · ·
0 · 0 −eqj+m−1 e(2− qj+m−1 − q′j+m−1) + dj+m−1




b = t(eqjy
k+1
j−1 , 0, ..., eqj+m−1y

k+1
j+m), y = (yk+1

j , yk+1
j−1 , ..., y

k+1
j+m−1).

こうして，補題 A − 1により, 代数方程式 Amy = bは, 一意解 y = t(yk+1
j , yk+1

j+1 , ..., yk+1
j+m−1)をも

ち, その要素がすべて非負, すなわち yi ≥ 0 (i = {j, j + 1, ..., j + m − 1})となることが証明できるの
で，方程式 (A.10)の非負の一意解が存在する．補題 1の証明を完成させるために，本システムにおいて
yk+1

i ≥ yk
i for i = {j, j + 1, ..., j +m− 1}が成り立つことを証明する必要がある．ここで，yk

i は以下の

方程式を満たすことは明らかである．

(−di + xk
i )y

k
i + e{q′iyk

i+1 − (2− q′i − qi)yk
i + qiy

k
i−1} = 0, i = j, j + 1, ..., j +m− 1. (A.11)

そして，i ∈ {j, j + 1, ..., j +m− 1} ⊂ S0
k ∪ S−

k において xk
i ≤ 0である．方程式 (A.10)と (A.11)の両

辺の和をとり，yk+1
i − yk

i = ziとすると，以下の方程式を得る．

−eqizi−1 + {e(2− q′i − qi) + di}zi − eq′izi+1 = −xk
i y

k
i , i = j, j + 1, ..., j +m− 1. (A.12)

ここで，zj−2 = zj+2 = 0, −xk
i y

k
i ≥ 0．

これらの方程式 (A.12)は，また Amz = bの形態で，補題 A− 1が適用されうる．こうして, 方程式 (A.12)
は非負の一意解 (zj−1, zj , zj+1)を持つ. このことから yk+1

i ≥ yk
i と結論づけられる．こうして，補題 1は

証明される．

補題 2 の証明. 関係式 (2.4)と集合 S0
k の定義より，明らかに |S0

k| < |S0
k+1| ≤ N となる. ここで |S0

k|は
集合 S0

kにおける要素の数である．それゆえに，関係式 (2.4)の繰り返しは, N 回以下で終了する．また，す
べての iで x̄i = 0を仮定すると，関係式 (2.6)の第 3式により，すべての iで ȳi = 0となる．このことは，
補題 1から得られた関係式 ȳi ≥ y∗i > 0に矛盾する．こうして，集合 S+

k は少なくとも一つは要素を持ちこ

ととなり，つまり S+
n �= øとなる．i ∈ S+

n に属するインデックス iにおいては, 常に yk+1
i = yk

i (0 ≤ k ≤ n)
の関係が成り立つ. よって, ȳi = yn

i = y∗i = ai/biとなる. こうして補題 2が証明される.

以上の証明により, システム (2.1)を N 次まで拡張したシステム (A.6)においても, Kawasaki et al.の

提案した帰納的手法が適用できることが証明された.
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付 録B

補題 3 の証明. システム (2.1)とそのリアプノフ関数 H(x, y) において，Rは Ḣ(x, y) = 0での領域
Ωr = {(x, y)| (x, y) ∈ Ω and H(x, y) < r}内におけるすべての点の集合である．式 (2.10)から，集合 R

におけるすべての点は，以下の関係を満たす

y1

ȳ1
=

y2

ȳ2
=

y3

ȳ3
(B.1)

xi = 0 for i ∈ S. (B.2)

不変集合M は，R内のすべての軌道からなるので，不変集合M 内のすべての点において，

d

dt

yi

yi+1
=

d

dt

ȳi

ȳi+1
= 0,

ẏiyi+1 − yiẏi+1

y2
i+1

= 0, i = 1, 2, 3. (B.3)

式 (2.1)を (B.3)へ代入し，そして関係式 (B.1)を用いることにより，以下の関係式を得ることができる．

xi − xi+1 = γi − γi+1, for i = 1, 2, 3, (B.4)

γi = di − e{q′iȳi+1 − (2− q′i − qi)ȳi + qiȳi−1}/ȳi.

それゆえにM 内のすべての点で，

ẋi − ẋi+1 = 0, for i = 1, 2, 3 (B.5)

の関係を得る．

ここで，集合 Sが要素を持つか持たないかにより，2つの場合に分けて証明を行おう．集合 Sがいくつ

かの要素を持つ場合，(B.2)よりM 内のすべての点で xj = 0となる添え字 jが少なくとも 1つ存在する．
すると明らかに ẋj = 0 となるので，関係式 (B.5)を用いることにより，M 内のすべての点で，すべての i

において ẋi = 0と結論づけられる．式 (2.1)から，これらの関係は以下のようにも書かれうる

(ai − biyi)xi = 0 for all i.

補題 2から，x̄j′ > 0となる添え字 j′が存在し，そして Ωもしくは Ωr の定義より，M において xj′ = 0
となる点は存在しない．これは，aj′ − bj′yj′ = 0となることを示しており，言い換えるとM 内のすべての

点で，

yj′ =
aj′

bj′
= y∗j′ = ȳj′ .

それゆえに，関係式 (B.1)により，すべての iにおいて

yi = ȳi, (B.6)
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M 内におけるすべての点で，すべての iにおいて ẏi = 0となることを示している．よって，また方程式
(2.1)から，M 内のすべての点で，すべての iにおいて

(−di + xi)yi + e{q′iyi+1 − (2− q′i − qi)yi + qiyi−1} = 0 (B.7)

となる．こうして方程式 (B.6)と (B.7)は，関係式 xi = x̄i を導く．つまりM 内のすべての点で，すべて

の iにおいて xi = x̄i and yi = ȳi，言い換えると，最大の不変集合M は平衡点 (x̄, ȳ)のみからなる．

次に，集合 Sが要素を持たない場合について考える．この場合において，非負の平衡点 (x̄, ȳ)は，以下
のように与えられる

x̄i = x∗i and ȳi = y∗i =
ai

bi
for all i. (B.8)

システム (2.1)を式 (B.5)に代入し，式 (B.1)と (B.8) を用いることにより，M 内のすべての点で，以下

の方程式を得ることができる

ẋi − ẋi+1 = (ai − biyi)xi − (ai+1 − bi+1yi+1)xi+1

= (ai − biyi)(xi − ai+1
xi+1

ai
) = 0 i = 1, 2, 3.

もし，ある時間区間内で，ai − biyi = 0の関係を満たすM における点が存在するならば，それは平衡点

(x̄, ȳ)である．それゆえに，平衡点 (x̄, ȳ)を除くM 内のすべての点は，以下の関係式を満たすことが必要

とされる．

xi − ai+1
xi+1

ai
= 0, i = 1, 2, 3. (B.9)

ここで，さらに証明を 3つの場合に分ける；(a)いくつかの jにおいて aj �= aj+1, (b)すべての iにおいて

ai = αであるが，いくつかの jにおいて γj �= γj+1，(c)すべての iにおいて ai = α and γi = γ. 初めに，
(a)の場合において，もし方程式 (B.4)のすべてと (B.9)の一部を組み合わせた方程式の集合を考えるなら
ば，xj − aj+1xj+1/aj = 0, 一意の解 (x1, x2, x3)を得ることができる．それゆえに，もしこの解が式 (B.9)
の残りを満たさなければ，平衡点を除いてM 内に点が存在しないと結論づけられる．この解がこれらの方

程式を満たす場合でさえ，M 内のすべての iにおいて ẋi = 0なので，M 内のすべての点で固有値をとる．

その後，集合 Sがいくつかの要素をもつ場合と同様の証明に従い，M は平衡点 (x̄, ȳ)のみからなると結論
づけられる．

次に，(b)の場合について考える．この場合，方程式 (B.4)と (B.9)を満たす解は存在しない．言い換え
ると，xj − xj+1 = γj − γj+1 �= 0 そして xj − xj+1 = 0．こうして，また非負の平衡点 (x̄, ȳ)を除いてM

内に点は存在しない．

ここで，最後の (c)について考える．この場合，方程式 (B.4)と (B.9)は同等であり，

x1 = x2 = x3. (B.10)

と書くことができる．また，方程式 (B.1)は関係式 yi = α/biにより

b1y1 = b2y2 = b3y3, (B.11)

となる．こうして方程式 (B.10)と (B.11)は，最大の不変集合M において満たされるに違いない，つまり

M は以下で定義されるM ′により示される．

M ′ = {(x1, x2, x3, y1, y2, y3) ∈ Ωr| x1 = x2 = x3, b1y1 = b2y2 = b3y3}.
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最後に，M ′が不変集合であることを示さなければならない．その後，集合M ′が最大の不変集合M と同

等であることを結論づけることができる．M ′内の点から出発した軌道は，以下の方程式により与えられる

x1(t) = x2(t) = x3(t) = u(t)
b1y1(t) = b2y2(t) = b3y3(t) = v(t)

(B.12)

ここで，u(t), v(t)はよく知られている L-V方程式の解である

u̇ = (α− v)u and v̇ = (−γ + u)v .

このことは，方程式 (B.12)をシステム (2.1)へ直接代入することにより確かめることができる．こうして，
方程式 (B.12)はM ′ 内の点から出発した軌道は，常にM ′ 内にあり，つまりM ′は不変集合であることを
示している．
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